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Prélude

En 1981, travaillant sur la propagation des ultrasons en milieu hétérogene dans le cadre de ma these
réalisée chez Philips, je rencontrais une équation intégrale un peu curieuse liant la solution de 1’équation
de propagation en milieu atténué ¥, avec la solution de la méme équation dans un milieu sans atténuation
Una grace & une fonction h ne dépendant que de atténuation [2] :

o = [Conn(2)

Mon oncle, Michel Auphan, chercheur chez Philips et féru de fonctions spéciales?, y a reconnu une convo-
lution de Mellin?, et je ne pouvais savoir que ce mathématicien finnois aurait un réle aussi tenace dans
mon existence. En arrivant quatorze années plus tard a Télécom ParisTech dans 'univers de l'imagerie
radar, I’histoire s’est répétée lorsque Florence Tupin, alors doctorante au département IMA et actuelle-
ment professeur a Télécom ParisTech, m’a montré une expression analytique un peu curieuse (voir [47]
page 24) qui concernait la loi K (que Goodman a défini plus tard comme du “Compound Speckle”) :

frs(1=1S) = [ fa(R) fs (é)%m

j’y ai bien évidemment reconnu une convolution de Mellin“. Ce fut le point de départ d’une nouvelle
aventure pour les travaux de ce mathématicien finnois méconnu : celle du monde des probabilités et des
statistiques, efleuré par un pionnier nommé Benjamin Epstein ® en 1948, qui fut I'un des rares utilisateurs
des travaux de Mellin a cette époque, et probablement le seul dans le domaine des probabilités. A ce
sujet, on ne peut réellement que déplorer la méconnaissance de la transformée de Mellin dont témoigne
Paul Levy dans ses travaux sur les lois multiplicatives [27] & la fin des années 50 : il aurait & coup sir
développé une théorie solide sur ce sujet qui aurait été alors universalement adoptée.

Les travaux de Delignon [13] sur d’autres types de “Compound Speckle” analysés comme solution du
systeme de Pearson ont ensuité été un templin naturel pour cette transformée, celle-ci jouant alors un
role d’outil permettant de grandes simplifications pour les démonstrations de grande technicité menées
par Delignon. Il fallut —concours de circonstances— que j’accueille comme stagiaire Roland Badeau (ac-
tuellement professeur & Télécom ParisTech) pour que la théorie des “statistiques de deuxiéme espece”
prenne vie : celles ci pouvant aussi étre nommées “statistiques de Mellin” ou “log-statistiques”. Ce fut
un travail de clone, la transformée de Mellin jouant le role de la transformée de Fourier dans la définition
des fonctions caractéristiques : I'histoire a montré que ce résultat a largement dépassé cette tentative
de simple reformulation et a débouché sur un cadre théorique tout & fait adapté aux lois de probabilité
définies sur IRT, c’est & dire les lois de I’imagerie cohérente.

En point d’orgue, une meilleure lecture des célebres Bateman, en particulier le volume II des ouvrages
dédiés aux fonctions transcendantes [9], a débouché sur I'utilisation systématique en statistiques de Mellin
des fonctions de Meijer dont il faut bien reconnaitre que le formalisme initial est hautement déroutant.
Heureusement que les logiciels utilisant ces fonctions (Python et Maple) ont des procédures assez intuitives
montrant qu’au final il y a tout simplement dans la paramétrisation de ces fonctions quatre jeux de
parametres, chacun jouant un role différent dans la forme des fonctions. Et 'aventure s’acheéve presque
40 ans plus tard sur une relation dédiée a la méthode du maximum de vraisemblance (relation 7.21, page
202), spécifique aux lois exprimées sous forme de fonction de Meijer et dont la simplicité est étonnante.

Meijer et Mellin : deux mathématiciens dont les travaux débouchent sur une meilleure compréhension
du bruit multiplicatif et sur une modélisation simple et facile a utiliser dont 1’élégance laisse parfois
réveur®. A ce titre on ne peut que citer le mathématicien Hardy, expliquant au début du XX®™¢ siecle :

Les motifs du mathématicien comme ceux du peintre ou du poéte, doivent étre beauz.
La beauté est la premiére mise a I’épreuve ;
il n’y a pas de place durable en ce monde pour des mathématiques qui seraient laides.

. il m’a légué les cinqg volumes du Bateman

. Hjalmar Mellin, 1854-1933

. travaux publiés au GRETSI 1997[33], postérieurement — & quelques jours prés— a la theése de Florence Tupin.

. il n’existe aucun lien entre Benjamin Epstein et le spécialiste des probabilités, Edward Epstein.

. comme celle des fonctions de répartition dés lors que la loi de probabilité s’exprime comme une fonction de Meijer.
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Mode d’emploi

Ce document est un recueil de tout 7 ce qui peut sembler important & connaitre pour traiter les images
de I'imagerie cohérente. C’est en pratique une compilation de multiples documents, plus ou moins connus,
plus ou moins accessibles, et d’origine variées (depuis les ouvrages du physicien Goodman en finissant
par ceux du mathématicien Godement tout en passant par les incontournables ouvrages du “Bateman
Manuscript project”), pimentée de quelques formules nouvelles ou approches originales : vu comme do-
cument de travail, I’exercice de style est déja redoutable tant les notations varient et les approches sont
complémentaires.

Les lois sont finalement données comme un catalogue (un Handbook) : il n’y a rien d’intéressant &
refaire certaines démonstrations qui ne sont en fait que des résultats accessibles par tout logiciel de calcul
formel. Seules la loi Gamma et la loi Beta (dont les propriétés mériteraient que 1'on y passe un peu plus
de temps) ont droit & un régime d’exception : ces deux cas permettent de bien planter le décor entre les
statistiques traditionnelles et les log-statistiques.

Le formalisme des fonctions de Meijer est tout aussi fastidieux. Mais la question est qu’il n’y a
quasiment pas d’ouvrage de référence complet sur ces fonctions. Jusqu’a présent, leur utilisation était
crispante tant la notation est a la limite frappée d’une forme d’autisme. Mais I'apparition de ces fonctions
dans les logiciels comme Maple, Mathematica ou Python ouvre des portes a des notations de meilleur
aloi, et donc a une utilisation plus accessible.

Sur ces fonctions de Meijer, je n’ai pu franchir le pas d’une simplification d’écriture inspirée de leurs
utilisations dans les logiciels actuels, c’est a dire passer de :

Gm’n 2 al,...,ap
p:q bl, e ,bq
a
- a1y ... yQn ;5 ap,...,al,
G T b 9 ab 7 ; 9 7b/n
1y+++3Ym ) 1s+ s Ymr
sans une espece d’étape intermédiaire qui est celle du présent document :
Gm’n z al,...,0n N N ¢ 7
Pq b1, sbm 5 bmtis.-.,bg

Il faudrait oser, mais il faudrait aussi garder quelque part la trace de la version actuelle de ce document
comme étape initiatique vers la connaissance de I'univers de Meijer.

L’annexe dédiée aux fonctions spéciales est une occasion de se promener dans le labyrinthe des fonc-
tions hypergéométriques : pas de doute, au début du XX°™° siecle, tout mathématicien voulait laisser son
nom a la postérité par le nom d’une fonction. Ceci requiert aussi une lettre pour désigner cette fonction, et
la l’alphabet affiche ses limites : attention par exemple a la signification des lettres F' et M. Aussi passer
d’un formalisme a un autre ne requiert finalement que de la patience et de la rigueur : cela n’en demeure
pas moins fastidieux et il peut étre intéressant d’en apercevoir le cheminement dans un document de
référence. N’en demeure que selon les sources utilisés par les radaristes, le labyrinthe s’est transmis sans
mode d’emploi : c’est d’autant plus difficile a gérer que ces lois se rencontrent assez souvent en imagerie
radar (en particulier pour les lois dites KUBW, et plus encore en interférométrie).

Tout ce qui est mis dans ce document me semble utile pour pouvoir débattre de la multitude de
notations existantes en traitement statistique des images radar. Mais tout ne ’est finalement pas si on se
restreint aux ouvrages les plus connus. Et des compléments sont méme a prévoir car ’exhaustivité semble
a 'heure actuelle impossible. A ce régime la, ce document est un vrai chantier, et il n’a pas d’introduction
stricto sensu tant que sa voilure ne sera pas clairement figée.

Enfin j’ai choisi de commettre le crime lese-Bourbaki de répéter certaines formules déja écrites aupa-
ravant : au lecteur de faire une lecture attentive et de corriger certaines erreurs inévitables que génerent
de maniere tout aussi inattendue que surprenante les opérations de type “couper-coller”.

7. ou presque tout



Cela ne nous apprendrait pas grand’chose si nous n'avions aucune donnée sur
¢ et 8. On a donc fait une hypotheése sur ¢, et cette hypothése a été appelée
loi des erreurs. Elle ne s'obtient pas par des déductions rigoureuses ; plus d'une
démonstration qu'on a voulu en donner est grossiere, entre autres celle qui
s'appuie sur |'affirmation que la probabilité des écarts est proportionnelle aux
écarts. Tout le monde y croit cependant, me disait un jour M. Lippmann, car
les expérimentateurs s'imaginent que c'est un théoreme de mathématiques, et
les mathématiciens que c'est un fait expérimental. (Poincaré, [42])

8. c’est a dire la fonction décrivant une loi de probabilité a priori, et la fonction décrivant I’erreur a partir des observations
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Premiere partie

Le chatoiement et ses modeles
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Chapitre 1

Le chatoiement et sa modélisation

1.1 Principes et propriétés de 'imagerie cohérente

1.1.1 Les systéemes d’imagerie cohérente

Radar a Synthese d’Ouverture, appareils échographiques et sonar possedent en commun une ca-
ractéristique essentielle : celle d’étre des systemes dits d’imagerie cohérente. Fondés sur le principe
d’écholocalisation (la mesure du temps aller-retour d’un écho donne la distance de 1’objet par rapport
a la source), ils permettent la construction d’images interprétables par un spécialiste grace & une par-
faite connaissance des instants d’émission de la source ainsi que des instants de réception des signaux
rétrodiffusés. Cette maitrise du temps est essentielle pour toute combinaison de signaux regus : elle permet
des opérations de formation de voies (beamforming) améliorant notablement la résolution. Dans le cas du
Radar a Synthese d’Ouverture, pour les radars embarqués sur les satellites actuels, on peut ainsi, a partir
d’un certain nombre de signaux regus le long de la trajectoire du satellite (qui donne la direction dite
azimutale), construire par “syntheése radar” une image de résolution comparable aux systeémes optiques
satellitaires.

La synthese radar est amplement décrite dans la littérature (voir par exemple [29]) et permet, &
partir d’'une antenne de dimension L, dont la résolution azimutale est kilométrique, d’avoir une image de
résolution azimutale dy donné par la relation :

oy = — (1.1)

Une image étant une réalisation a deux dimensions, l'autre dimension de 'image, dite radiale, correspond
au phénomene d’écholocalisation. Elle est associée a la distance entre source et cible, et sa résolution dr
est donnée par la bande passante BW du signal émis :

c
or = S BW (1.2)

Dans le cas d’antennes rectangulaires, on montre au final que la PSF (Point Spread Function) U(r,y) a
une enveloppe modélisable par un produit de sinus cardinaux ' :

Ulr,y) ~ Sinc(;—T) Sine (%) (1.3)

et il est d’usage de ne considérer que les lobes principaux de ces deux sinus cardinaux (ce qui est tout &
fait justifié dans la plupart des cas rencontrés en imagerie radar).

Résolutions axiale et radiale donnent les bornes maximales des dimensions du pixel, le critere de
Nyquist demandant un léger suréchantillonnage pour éviter toute apparition de phénomene de repliement
(aliasing). Remarquons que la PSF n’a a priori rien d’isotrope : aussi les images RSO obtenues en sortie de

1. Dans ce document, le sinus cardinal est défini par la relation Sinc(z) = sin(nx)/7x.
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syntheése radar (appelée souvent image de niveau L1, ou SLC —Single Look Complez) ont le plus souvent
des pixels rectangulaires.

Dans le cas de 'imagerie radar, outre son antenne, le systeme est défini par sa fréquence centrale f,
associée a une longueur d’onde \. Cette porteuse est essentielle en imagerie satellitaire car elle doit vérifier
d’une part certaines contraintes physiques (comme 1’absorption possible par 'atmosphére dans certaines
gammes de fréquence) et d’autre part des exigences de réglementation internationale (affectation de
bandes de fréquence par I’Union internationale des télécommunications —International Telecommunication
Union—). Les systémes actuels opeérent en bande L (autour de 1 GHz), en bande C (autour de 5 GHz) et
en bande X (autour de 9 GHz). Etant données les bandes passantes utilisées, on a BW << f et on peut
considérer que les signaux émis sont a bande étroite. Ceci permet d’écrire A << Jr.

On peut maintenant aborder la vraie expression de la PSF d’un systeme radar :

PSF(r,y) o cos <27ri—r) Sinc <BW z) Sinc <2fy> (1.4)
c

0

On note qu’elle vérifie en amplitude la relation 1.3. Les effets de la porteuse se traduisent par une
modulation au sein de la réponse : on note un certain nombre d’oscillations de la porteuse, donnée par
la relation :

or f

NOSC = )\ = W (15)

ce nombre variant entre la trentaine (cas de Terrasar-X et CSK) et plusieurs centaines (cas d’ERS).

FIGURE 1.1 — PSF 2-D d’un capteur RSO (référentiel antenne : plan Ory, ’axe Or étant 'axe radial) : seule
la cellule de résolution est représentée. Sur cette illustration, il y a environ une douzaine d’oscillations
dans la Cellule de Résolution (la cellule de résolution est donc de 'ordre de la douzaine de longueur
d’onde).
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1.1.2 Le chatoiement

Le phénomene de chatoiement (speckle dans le monde anglo-saxon) est un phénomere omniprésent
sur les données acquises par un systeme d’imagerie cohérente qui se traduit comme une sorte de bruit
multiplicatif sur ce type d’images. Dans I’exemple des systemes RSO, vu que la longueur d’onde est petite
vis & vis de la cellule de résolution (ce que traduit le parametre Nog., relation 1.5, qui est de 'ordre de la
dizaine, voire de la centaine), chaque réflecteur présent dans cette cellule va rétrodiffuser I'onde incidente
avec une phase liée au diffuseur (phase “propre”) et modifiée par sa position dans la cellule de résolution.
A la différence de I'imagerie incohérente (que 'on peut voir comme une sommation des énergies), 'onde
rétrodiffusée est construite par sommation cohérente des contributions de tous ces diffuseurs élémentaires :
lamplitude et la phase jouent un réle dans la construction de cette onde diffusée. Cette sommation
cohérente a des conséquences importantes : en effet, les phases de ces diffuseurs élémentaires peuvent se
combiner de maniere constructive ou destructive et ’onde diffusée peut avoir une amplitude tout aussi bien
forte que faible. La conséquence majeure est qu'une zone a priori homogene sera percue comme une zone
fortement perturbée par du bruit. C’est ce phénomene que 1'on appelle chatoiement. Une modélisation
du chatoiement, celle de Goodman, sera abordée au paragraphe 1.2

Sur la figure 1.2, on a & gauche une image telle qu’elle est acquise par un systeme RSO et on observe que
la lisibilité est effectivement fortement perturbée par le chatoiement. Sur la méme figure (& droite), une
image traitée par moyennage multitemporel peut s’interpréter comme une image RSO sans chatoiement :
on mesure ainsi mieux les effets perturbateurs du chatoiement que I'on observe sur la figure de gauche.

FIGURE 1.2 — Image RSO initiale (& gauche) fortement bruitée par le phénomeéne de chatoiement. A
droite, la méme zone sans chatoiement. Cette image, qui peut se concevoir comme une image RSO
acquise sans chatoiement, a été obtenue par une moyenne temporelle sur 26 images fortement bruitées
par le phénomene de chatoiement (I'image de gauche est I'une d’elles). Données Terrasar-X (© DLR).

Sur des zones parfaitement homogenes, nous verrons que ’analyse du chatoiement le fait apparaitre
comme un bruit multiplicatif suivant une loi de Rayleigh.
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FIGURE 1.3 — Image RSO (& gauche) acquise sur une zone homogene (la mer) fortement bruitée par le
phénomene de chatoiement. A droite, histogramme des valeurs des pixels : la loi de Rayleigh estimée par
une méthode paramétrique (méthode des log-cumulants) est superposée en pointillée, ce qui montre la
bonne adéquation du modele de Goodman sur cette zone géographique. Données Sentinel-1 ((©) ESA).

1.2 Le chatoiement pleinement développé et sa modélisation

1.2.1 Le concept de “phaseur” (Goodman)

Goodman [22] a été le premier & proposer un modele du chatoiement reflétant ces caractéristiques
spécifiques : ce modele est celui du chatoiement pleinement développé (fully developed speckle). Pour cela
il introduit la notion de phaseur (phasor?), décrit par une amplitude a (terme réel) et une phase 0 :

et
Ce phaseur peut se voir comme 'onde rétrodiffusée par une cible ponctuelle, cette onde arrivant sur
I’antenne de réception avec une amplitude a et une phase 6.

Goodman introduit ensuite le concept de “somme de N phaseurs aléatoires”, chacun défini par une
amplitude a,, et une phase 6,,, notée P et donnée par la relation :

N
1 . .
P = — an e = Ae 1.6
ﬁNg:l n (1.6)

le choix de mettre en facteur le terme en 1/v/N permettant d’avoir des seconds moments finis méme
quand N tend vers l'infini. Il pose deux hypotheses sur ces phaseurs aléatoires :

— les amplitudes a,, et les phases 6,, sont statistiquement indépendants,

— la phase est équidistribuée sur [0, 27]

Le complexe P peut se décomposer en partie réelle Ar et partie imaginaire Ay, ce qui donne? :

P = Ap + i A;

2. pour phase vector
3. Une autre notation tres usitée dans le monde du radar est de désigner la partie réelle par Ay —I comme In phase— et
la partie imaginaire par Ag —Q comme Quadrature.
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avec (1.7)

A = \/—% Zan sin 6,

A = A% 4+ A2 (1.8)

(1.9)

5
|
=
<
=
7N
it
~_

Puisque amplitudes a,, et phases 6,, sont statistiquement indépendantes, I’espérance de la partie réelle
Apg (c’est & dire son premier moment) se déduit du calcul suivant :

X
Z ay, COS 94
n=1

E [a, cosb,]

E

2

E[AR]

M=

3
Il
-

E[a,] E[cosb,]

- 5i-
NE

1

3
Il

Puisque la phase est équidistribuée sur [0, 27[, on a
Ecosl,] = Elsinb,] = 0

d’ou I'espérance de la partie réelle Ag :
E[Ag] = 0

Un calcul similaire permet d’écrire pour I'espérance de la partie imaginaire Ay :
E[A;]] = 0

On peut calculer les seconds moments de la partie réelle :

NN
FE [A%] = F N Ay, G, COS O, cosb,,
n=1m=1
L NN
= N Z Z E [ay, ar, cosb, cosb,,]
n=1m=1
| NN
= N Z Z E [ay, an) F [cos by, cosb,,]
n=1m=1
ce qui donne
—pour m#£mn:
E[cosb, cosb,,] = FE]cosb,] E[cosb,,]
=0
d’ott :
Elan am) E[cosb, cosb,] = 0
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— pour m=mn:

Ela, am] E[cosb, cosb,] = E[a2] E[cos®0,]
= Ela] E [— + = cos 29n]
A
B 2
On a au final :
N
L~ Eld] _ Eldj]
Bl = § ; 2 2
1 L E [ai} E [ai}
BA = 525" = —

ces deux seconds moments étant égaux.
Puisque 'on a :
E[Ag] = E[A]] = 0

en notant o la variance de la partie réelle et 6; la variance de la partie imaginaire, et en posant
0 = oRr = oy, on peut écrire :
2
g = M (1.10)
2
La variance des parties réelles et des parties imaginaires est simplement liée au second moment de la loi
de 'amplitude des phaseurs.

Enfin, en considérant les corrélations entre parties réelle et imaginaire, on obtient :

N N
1
E[Ar A;] = E NZZanam cos 6, sin@ml
n=1m=1
N N
= NZZ [an am] E[cosb, sinb,,]

1.2.2 Phaseurs et loi normale

Si l'on considere un nombre N de phaseurs aléatoires, et si l'on fait tendre IV vers l'infini, on peut
considérer que les conditions d’applications du théoréme central limite sont vérifiées. La probabilité jointe

des parties réelle Ar et imaginaire A; peut alors s’écrire sous la forme :
1 _ARtad
Pana, (Ar, A1) = =57 727 (1.11)

expression qui est séparable, ce qui montre que parties réelle et imaginaire de la somme de N phaseurs
sont asymptotiquement indépendantes. On reconnait un processus gaussien circulaire complexe, paramétré
par la grandeur & liée aux phaseurs.

1.2.3 Phaseurs et loi de Rayleigh (pixels en amplitude)

Amplitude et phase sont reliées aux parties réelle et imaginaire par les relations 1.8 et 1.9, ce qui peut
s’écrire :

Ar = A cosf
A = Asinf
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Pour trouver la probabilité jointe de 'amplitude A et de la phase 6, on s’appuie sur la relation :

Pag(A,0) = ||J|| Pag,a, (A cosf, A sind)
le jacobien J s’écrivant :
% 65‘% cos) —Asinf
1 = = = A
% % sinf  Acosf

d’otu la relation pour la probabilité jointe de ’'amplitude A et de la phase 6 :

A _az
PA79 (A,Q) = ﬁ e 252 (112)
On peut alors déduire les probabilités des statistiques marginales de A et de 6.
— Pour la loi de I'amplitude, on integre la probabilité jointe sur la phase 6 :

A a2 [T
T A
d’oit
A 2
pa(4) = ;e_# (1.13)

ce qui montre que "amplitude vérifie une loi bien connue : la loi de Rayleigh, dont un exemple en
est donné sur la figure 1.4.
— Pour la loi de la phase, on integre la probabilité jointe sur 'amplitude :

pg(A) = / PAﬂdA
0
d’ou
(4) = = (1.14)
Do = 97 .

et on retrouve ’hypothése de phase uniforme sur [0, 27| faite par Goodman.

Il faut bien noter une certaine ambiguité dans les notations : ici & est liée a la variance du processus
gaussien circulaire complexe lié aux phaseurs et est donnée par la relation 1.10 :

Or la loi du speckle en amplitude exprimée par la relation 1.13 :
— est une loi de Rayleigh dont ’expression, qui sera analysée au paragraphe 6.1.1, est donnée par :

Rlpal(z) = /%4 (lu%) ()"

ce qui revient & prendre & = 4/ V2 dans 'expression 1.13.
— est paramétrée par la grandeur p4 vérifiant :

wa = V2o = JE[@]

Wy T (1 + —) (1.15)



0.301
0.251
0.201
0.15f
0.101
0.05f

0.000

— a pour variance la valeur (voir la formule A.7) :

— a pour mode la valeur :

Tmode = —— = 0 1.16
d N (1.16)

Attention : il ne faut donc pas confondre dans ces expressions la variance ¢ d’une image suivant une loi
de Rayleigh de parametre p4 et la variance & liée a la loi suivie par les phaseurs.

Lois du chatoiement pleinement développé & = 2.000 Lois du chatoiement pleinement développé & = 2.000

— chatoiement en amplitude — chatoiement en intensité

FIGURE 1.4 — Lois du chatoiement pleinement développé pour amplitude & gauche, expression 1.13 (loi
de Rayleigh) et pour l'intensité a droite, expression 1.17 (loi exponentielle décroissante). Cas & = 2. Le
parametre ¢ représente la variance du processus gaussien circulaire complexe des phaseurs. Le mode de
la loi en amplitude est en A =& = 2.

1.2.4 Phaseurs et loi exponentielle décroissante (pixels en intensité)

Nous verrons que l'intensité, définie par
I = AR+ A3
joue historiquement un grand role en imagerie cohérente. En posant
I = A & dI = 24d4

et en réécrivant la relation 1.13, on obtient la loi de I'intensité :

1 i
I) = —e 232 1.17
pr(1) 552 (1.17)
dont lexpression est celle d’une loi bien connue : la loi exponentielle décroissante (qui est un cas particulier
de la loi Gamma), dont un exemple en est donné sur la figure 1.4.

Il faut bien noter une certaine ambiguité dans les notations : ici & est liée a la variance du processus

gaussien circulaire complexe lié aux phaseurs. Or la loi du speckle en intensité décrite par la relation
1.17 :
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— est la loi “exponentielle décroissante” dont ’expression, qui sera analysée au paragraphe 4.1.3, est

donnée par :
1 _=

EDur)(x) = —e m (1.18)
Kr
— est paramétrée par la grandeur p; vérifiant :
pr =267
— a pour variance la valeur :
o = WUy = 252

Il ne faut donc pas confondre la variance o d’une image suivant une loi exponentielle décroissante, et la
variance ¢ liée a la loi suivie par les phaseurs.

1.2.5 Simulation de chatoiement pleinement développé

Les hypotheses essentielles de la construction d’une image en imagerie cohérente s’appuient sur la
présence d’un tres grand nombre de cibles ponctuelles indépendantes dans la cellule de résolution —
chaque cible élémentaire ayant son propre coefficient de rétrodiffusion a,, et sa propre phase 6,,—, et sur le
fait que 'onde rétrodiffusée par toutes ces cibles est la somme cohérente d’ondes élémentaires (c’est a dire
la sommation de grandeurs complexes : & la fois la partie réelle et la partie imaginaire sont & sommer).
Ces hypotheses sont exactement celles du phaseur de Goodman.

Nous avons vu précédemment que la sommation cohérente de N phaseurs pour N tres grand conduit
donc au chatoiement pleinement développé de Goodman qui se manifeste par deux caractéristiques essen-
tielles :

— la phase est le résultat d’un tirage d’une variable aléatoire uniforme sur le segment [0; 27].

— connaissant la variance de I’amplitude des phaseurs :
E[a2]

n

2

amplitude et intensité ont des densités de probabilité parfaitement définies :
— l'amplitude suit une loi de Rayleigh telle que :

24 -4
pA(A) = — e ni

Ha

avec g4 = \/5&

— l'intensité suit une loi exponentielle décroissante telle que
1 _
Pr ) = —e w#r

@) Kr

avec uy = 252

Il est important de souligner que loi de Rayleigh et loi exponentielle décroissante ne dépendent que
d’un seul parametre lié au tirage des échantillons : la variance de 'amplitude des phaseurs.

Simulation : cas d’une amplitude constante

Une premiere méthode pour simuler du chatoiement pleinement développé consiste a considérer NV
phaseurs d’amplitudes identiques b,, = b/v/'N et de phases 6,, équidistribuées sur [0, 27[. Pour une loi
constante on a :

Ep] = b YreN

et en particulier :
E[p?] = b
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0.20-
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0.051

0.00
0

phaseur : amplitude constante N=500 b=2.8284 phaseur : amplitude constante  N=500 b=2.8284

0.14

0.00

2 4 6 8 10 0 10 20 30 40

tirage : loi en intensité

FIGURE 1.5 — Simulation de chatoiement par sommation d’un tres grand nombre de phaseurs (N = 500) :
a gauche, résultat en amplitude, & droite, résultat en intensité. Les phaseurs ont une amplitude constante
(b = 2\/5) Le processus gaussien circulaire complexe 1lié aux phaseurs est décrit par 6 = 2. La loi en
amplitude sous jacente est alors définie par g = V26 = 2v/2 ~ 2.8284 et a son mode en Tmode = & = 2
(relation 1.19). Les résultats peuvent étre comparés aux cas théoriques de la figure 1.4 et qui sont tracés
en gras sur les histogrammes.

La simulation du chatoiement consiste a effectuer la somme cohérente de ces N tirages :

N
B = anej‘g”
n=1

On retrouve la relation 1.6. On en déduit que la loi de 'amplitude pour le cas asymptotique N — oo
s’écrit sous la forme d’une loi de Rayleigh (relation 1.13) :

avec

. [EP b
6=\ = % (1.19)

Pour une valeur b fixée, le mode de cette loi de Rayleigh est alors égal & (relation 1.16) :

b
Mmode = 0 = ﬁ

La figure 1.5 (& gauche) trace I’histogramme des tirages (en amplitude) dans un cas ou N est suffisa-
ment grand (N = 500) de sorte que le résultat est tres proche de la loi de Rayleigh théorique. La méme
figure (& droite) donne I'histogramme des mémes tirages en intensité : le résultat est alors trés proche de
la loi exponentielle décroissante théorique.

En simulation d’imges cohérentes, les méthodes fondées sur le tirage de phaseurs sont les plus usitées
et les plus simples a mettre en ceuvre. Si 'on se place dans I’hypotheése ou 'amplitude des phaseurs est
constante, la valeur de N joue un role clé. La figure 1.6 montre les histogrammes des résultats pour IV
variant entre 2 et 7 (le cas N = 1 donne la méme valeur d’amplitude pour tous les tirages et n’est donc
pas présenté sur la figure). Deux constatations ont leur importance en simulation :

— un critere classiquement utilisé en imagerie pour savoir si une zone est potentiellement du chatoie-

ment “a4 la Goodman” est le coefficient de variation (relation 2.19 du chapitre 2), qui lie le moment
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centré d’ordre 2 et le moment d’ordre 1 :

Mo
Y= m%
Pour une loi de Rayleigh, ce coefficient ne dépend pas de p et est donc constant : sa valeur théorique
est v = 0.523. Or, des la valeur N = 2, on note la valeur v = 0.4833, assez proche de la valeur
théorique d’une loi de Rayleigh : cependant ’allure visuelle de ’histogramme montre bien que le
résultat n’a que tres peu de ressemblance avec une loi de Rayleigh. Ceci montre que la valeur des
deux premiers moments n’est pas un critere fiable pour caractériser une simulation.

— Visuellement, I'histogramme des simulations présente une bonne ressemblance avec une loi de Ray-
leigh a partir de la valeur N = 6. Si dans ce cas la valeur du coefficient de variation, 0.4953, semble
légerement trop faible, cet écart vient du fait que la valeur maximale de la simulation, donnée par
Umax = IN b, est dans ce cas égale a 6 b. Cette borne & droite pour I'histogramme se traduit donc
par une valeur du coefficient de variation un peu trop faible.

En résumé, il est possible de simuler du chatoiement pleinement développé avec des tirages de phaseurs
d’amplitude constante a condition que N > 6. Le point essentiel sous jacent est la loi de la phase, qui
doit étre uniforme sur [0, 27][.

phaseur : amplitude constante N=2 b=2.8284 07 phaseur : amplitude constante N=3 b=2.8284 0.40 phaseur : amplitude constante N=4 b=2.8284
| 0.6 0.35
0.30
0.5
0.25
0.4
1 0.20
0.3
0.15
0.2
0.10
01 0.05
\
. 0.0 . . n 0.00 . . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6
tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.4821 tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.4601 tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.4866

phaseur : amplitude constante N=5 b=2.8284 phaseur : amplitude constante N=6 b=2.8284 phaseur : amplitude constante N=7 b=2.8284

0.30

0.20

0.10

0.00!
0

0.35 0.35
1 0.30 0.30
1 0.25 0.25
1 0.20 0.20
1 0.15 0.15
1 0.10 0.10
1 0.05 0.05
2 4 6 8 10 0:005 2 4 6 8 10 0:005 2 4 6 8
tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.4905 tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.4964 tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.4995

FIGURE 1.6 — Simulation de chatoiement par sommation de phaseurs d’amplitude constante, avec b = 2v/2,
c’est & dire & = 2 (la loi en amplitude sous jacente a alors un mode M,oq. = 2). On rappelle que la valeur
théorique du coefficient de variation pour une loi de Rayleigh est v = 0.523.

Simulation : cas d’une amplitude équidistribuée

Si l’on choisit des phaseurs dont Pamplitude ¢ est équidistribuée sur un intervalle donné [0, ¢;qz], On
sait que? :

4. voir par exemple page 90
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Pour simuler une image ayant un b donné, ¢ doit vérifier :
E[?] = E[V] = 25°

ce qui impose la valeur de ¢;qz :

0.3

Cmaz = V60
phaseur : amplitude équidistribuée N=2 b=2.8284 0.3 phaseur : amplitude équidistribuée  N=3 b=2.8284 0.3 phaseur : amplitude équidistribuée  N=4 b=2.8284
1 0.30 0.30
q 0.25 0.25
1 0.20 0.20
q 0.15 0.15
1 0.10 0.10
q 0.05 0.05
2 4 G 8 10 0005 2 4 3 8 10 0:005 2 4 3 8

tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.5183

tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.5164

tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.5170

FIGURE 1.7 — Simulation de chatoiement par sommation de phaseurs dont I'amplitude suit une loi
équidistribuée sur [0, Cnaz], avec Cmae = 2v6, ce qui donne b = 2v/2, c’est 4 dire & = 2 (la loi en
amplitude sous jacente a alors un mode My0de = 2). On rappelle que la valeur théorique du coefficient

de variation pour une loi de Rayleigh est v = 0.523.

Le résultat est représenté figure 1.7 et montre que des que l'on a seulement 2 phaseurs, on obtient
un résultat qui présente de fortes ressemblances avec une loi de Nakagami : le coefficient de variation est
alors égal & 0.5194, tres proche de la valeur théorique (0.523) et I'allure est relativement proche d’une loi
de Rayleigh. Pour NV = 3, le résultat peut étre considéré comme satisfaisant. Notons que dans ce dernier

cas, la valeur maximale possible est 3¢az: = 3v/66 ~ 9.800.

Simulation : cas d’une amplitude gaussienne

Pour une loi gaussienne A [, o], on sait que le moment d’ordre 2 s’écrit :
me = o2 +

et dans le cas particulier d’une loi gaussienne centrée & 'origine (u = 0) :

Pour simuler du chatoiement pleinement développé caractérisé par ¢ on peut envisager deux cas :

— une loi gaussienne centrée a l'origine et telle que :

— une loi gaussienne centrée en dj et telle que

ogc = /02 —d% avec dy <7

La figure 1.8 montre bien qu’au final la loi du tirage importe peu et que le résultat ne dépend que du

choix de la valeur &, c’est a dire la variance des phaseurs.
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phaseur : amplitude équidistribuée N=500 b=2.8284 phaseur : amplitude gaussienne N=500 b=2.8284 C'%}gaseur : amplitude gaussienne centrée en b N=500 b=2.8284

0.3 0.3

0.30 0.30F 0.30F

0.25 0.251 0.251

0.20 0.20F 0.20F

0.15 0.151 0.151

0.10 0.10- 0.10F

0.05 0.05F 0.05F

2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.5231 tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.5236 tirage : loi en amplitude, coefficient de variation = 0.5222

FIGURE 1.8 — Simulation de chatoiement par sommation de phaseurs dont les amplitudes suivent
différentes lois (& gauche : loi équidistribuée, au milieu : loi normale centrée en zéro, a droite : loi
normale non centrée), avec la méme valeur ¢ = 2 (la loi en amplitude sous jacente a alors un mode
Mmode = 2). Pour N suffisament grand (ici N = 500 peut étre considéré comme suffisament grand), le
comportement asymptotique vers une loi de Rayleigh est indépendante de la loi de tirage des amplitudes :
le seul parametre caractérisant au final la loi de Rayleigh est la variance du tirage E [bﬂ =0.

1.3 Chatoiement et texture

1.3.1 Le Compound Speckle

Dans son ouvrage [22], Goodman pose le probléeme d’un chatoiement paramétré par une grandeur qui
est elle méme le résultat d’un processus aléatoire : il appelle alors le phénomene Compound Speckle. En
se placant dans le cas des données en intensité, le chatoiement, qui ne dépend que du parametre p, s’écrit

(relation 1.17) :
1 _1

Pl (1) = e

et il faut alors prendre en compte le fait que le parametre p est lui méme le résultat d’un tirage d’une
variable aléatoire suivant une loi donnée p, (1). La probabilité de tirer une valeur x va alors s’écrire sous
une forme dans laquelle on prend toutes les valeurs possibles de p : la loi p; étant alors vue comme une
fonction du parametre . On a alors :

mm::/:mwmmmww
= /OO pu(t) = e~ % du (1.20)
pn=0 M

Or cette expression est celle d’'une opération mathématique méconnue : la convolution de Mellin, qui sera
détaillée ultérieurement dans cet ouvrage (chapitre 2, paragraphe 2.1.3). Nous verrons que cette formula-
tion originale permet de généraliser cette approche (modification selon une loi donnée du parametre d’une
loi de probabilité dans un cadre multiplicatif) et simplifiera d’autant les calculs. Dans le cas du Compound
Speckle, Goodman mene les calculs analytiques indépendamment de cette approche. En supposant que
pu(p) est aussi une loi exponentielle décroissante :

Pu (M) = e ¥

p(z) = %KO {2\/%} (1.21)

avec Kg la fonction de Bessel modifiée de troisieme espece® d’indice 0.

il en déduit :

5. Dans ’annexe A, paragraphe A.2, d’autres appellations de cette fonction, plus ou moins discutables, seront détaillées.
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1.3.2 Exemple de zones texturées

Sur une zone non homogene telle que la texture puisse étre modélisée par une loi de Rayleigh (ou plus
généralement par une loi de Nakagami), le chatoiement opére donc comme un bruit multiplicatif suivant
une loi de Rayleigh, ce qui au final donne une loi K. La figure 1.9 montre la bonne adéquation de ce
modele sur la mer.

0.009

0.008

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0 50 100 150 200 250 300 350

FIGURE 1.9 — Image RSO (& gauche) acquise sur une zone non homogene (la mer, marquée par une
forte houle) fortement bruitée par le phénomene de chatoiement. A droite, histogramme des valeurs des
pixels : la loi K (en amplitude) estimée par une méthode paramétrique (méthode des log-cumulants) est
superposée en pointillée, ce qui montre la bonne adéquation du modele du “Compound Speckle” proposé
par Goodman sur cette zone géographique. Données Sentinel-1 (©) ESA).

1.3.3 Cible ponctuelle et phaseurs : la loi de Rice

Un cas particulier de cette approche par phaseurs est celui ou il existe une cible déterministe unique
(amplitude Ag, phase que 'on peut choisir nulle sans perdre la généralité du probléme) en présence de
N phaseurs définis par 6. La relation 1.7 devient :

N
Ar = Ay + \/—%Zan cos b,
n=1
(1.22)
N
A = \/—% Zan sin 6,,
n=1
Goodman montre que la loi suivie par 'amplitude A est alors une loi de Rice qui s’écrit ([22], relation
2-25) :
A _A%+4A A Ay
pr(A) = —e 7 I ( = ) (1.23)

avec Ip la fonction de Bessel modifiée de premieére espece d’indice 0 (voir annexe A.2.3).
En posant u? = 262 et uc = Ag, on peut réécrire cette expression sous la forme :

20 _=Hre 2uc x
RC{pupcl (@) = e+ (%) (1.24)
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Les moments de la loi de Rice RC [u, pc] s'expriment sous la forme ([22]) :

i 2
m, = p'e #? F(lJrf) 1F1 1+z;1;ﬂ—C Vr > -2 (1.25)
2 277 2
ot 1 Fy est la fonction hypergéométrique confluente 6.
Son coefficient de variation v est donné par la relation :
ol 2
4o (1 ¥ “42)
v = - -
2 2 2 2 2
(O F) () 50 ()
et on peut noter qu’il dépend des deux parametres de la loi.
11 est intéressant de regarder les deux cas limites pc — 0 et p — 0 de la loi de Rice RC [u, uc)-
— Comme Ip(z)|z—0 =1, on a:
Jim RC [, pol (x) = Ryl (2) (1.26)

c’est a dire la loi de Rayleigh caractérisant le chatoiement. On peut aussi déduire cette propriété

de 'expression des moments sachant :

1i£no 1Py (asb;2) = 1

On retrouve ainsi I’expression des moments de la loi de Rayleigh puisque la relation 1.25 devient :

ne = wr(1})

c’est & dire I'expression des moments de la loi de Rayleigh (relation 1.15).

— Le comportement asymptotique des fonctions hypergéométriques confluentes & V'infini ([8]) permet

d’écrire :

T
lim 1Fi(a;c2) = (<)

T—r00 F(a) et 2t [1 + o (1'_ )}

(1.27)

En reportant cette propriété dans la relation 1.25 et en posant a = 1+ 5 et ¢ = 1 (ce qui donne
a—c= %), on en déduit :
lim m, = u" (1.28)
pne—0
et on reconnait alors les moments d’une loi constante de parametre p (c’est a dire la loi homotéthique
H [] qui sera présentée au paragraphe 4.1.1). Ceci revient a dire qu’en 1’absence de chatoiement,

une cible est bien décrite par une loi homothétique.

Notons qu’il existe une autre paramétrisation de la loi de Rice qui sera analysée au paragraphe 6.2.4
et qui a comme caractéristique d’avoir son coefficient de variation qui ne dépend que d’un seul parametre.

6. appelée aussi fonction de Kummer. D’autres appellations existent et sont détaillées dans ’annexe A.3.
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FIGURE 1.10 - Loi de Rice. A gauche, les caractéristiques du chatoiement sont identiques (avec p = 2v/2) :
la valeur de 'amplitude de la cible varie entre 0 (chatoiement pleinement développé) et 12. A droite, la
valeur de 'amplitude de la cible est constante (uc = 4) et le chatoiement varie. Le cas théorique p = 0
donne la loi homothétique, nulle partout excepté en x = pc.

Rice N=500 b=2.8284 cible=0.2000
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FIGURE 1.11 — Simulation d’une loi de Rice par sommation d’un treés grand nombre de phaseurs (N = 500)
d’amplitude constante b et d’une cible unique déterministe de phase nulle et d’amplitude donnée uc.
A gauche : o = 0.2 et b = 2v/2). La cible est noyée dans le bruit de chatoiement et la loi de Rice est tres

proche d’une loi de Rayleigh de mode m o4 = b/\/i =2. A droite: uc =4et b= \/5/2 L’histogramme

est positionné sur le mode qui est tres proche de la valeur puc = 4.
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Chapitre 2

La transformée de Mellin et les
log-statistiques

2.1 Rappels sur la transformée de Mellin et ses propriétés

2.1.1 Définition

La transformée de Mellin M fait correspondre & la fonction f(z), définie pour z € IR™, la fonction
analytique ¢(s), avec s € C, selon la relation [11] :

o) = MU@IG) = [ o s (21)
0
Dans cette expression, s est un complexe, que I’on pourra aussi noter :
§ = c+ww

Généralement, pour s € IR, cette intégrale (2.1) ne converge que pour des valeurs de ¢ situées dans un
intervalle donné?® ey, co[. Une propriété importante de la transformée de Mellin est que si I'intégrale 2.1
converge pour s = ¢ €]cy, co| (¢ est alors un réel), elle converge pour tout s s’écrivant s = ¢+ iw Vw € IR
[21]. On montre alors que ¢(s) est holomorphe & Uintérieur de cette bande qui porte souvent le nom de
bande de définition.

La transformée inverse est définie par la relation suivante :

1 c+ioo
h = — s d 2.2
@ = g [ ol (2.2
Dans la mesure ol ¢(s) est la transformée de Mellin de la fonction f(x) et que la valeur de ¢ appartient
a Uintervalle ]eq, co[ caractérisant la bande de définition de la transformée de Mellin de la fonction f(z),

on a alors la relation :
h(z) = f(x)

La condition d’appartenance de ¢ & lintervalle ]e1, co| caractéristique de la bande de définition de la
transformée de Mellin de la fonction f(z) est une des difficultés de la transformation de Mellin. En effet,
deux fonctions différentes peuvent avoir la méme forme analytique de transformée de Mellin : seules
different les bandes de définition des transformées qui ont bien évidemment une intersection nulle. Dans
la mesure ou toute précision est donnée sur la bande de définition, connaitre une fonction ou connaitre
sa transformée de Mellin sont équivalents.

1. Pour alléger les notations et fluidifier la lecture, I'intervalle choisi dans ce document est un ouvert, les valeurs de ¢
et de co pouvant étre infinies.
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M [f(az)] (s) = a¢(s) TM 1
Mz f(z)] (s) = ¢(s+a) TM 2
M [f(z)] (s) = Llg(2) T™ 3
M2 (3)] () = ¢(1-s) TM 4
MIf'(z)] (s) = (-D(s—1¢(s—1) TM5
M[f(z) (logz)"] (s) = ¢(s) TM 6

TABLE 2.1 — Propriétés fondamentales de la transformée de Mellin.

Notons enfin le role essentiel joué par la valeur s = 1 . En effet, dans la mesure ou l'intégrale existe,
on a par définition :

s = MUy = [ .
En particulier, si f(x) est une densité de probabilité, et si ¢(s) est sa transformée de Mellin, on a :

P(s)l=r = 1.

2.1.2 Propriétés

Les principales propriétés de la transformée de Mellin sont reprises dans le tableau 2.1. Dans ce
tableau, la notation ¢(™)(s) représente la dérivée d’ordre n de ¢(s)

Une intéressante propriété [11] concerne la transformée de Mellin du produit de deux fonctions
(possédant elles mémes une transformée de Mellin dans une bande commune de définition) : si @(s)
est la transformée de Mellin de la fonction f(z), et ¥(s) est la transformée de Mellin de la fonction g(z),
alors la transformée de Mellin de la fonction h(z) = f(z) g(x) s’écrit :

c+i00
M) () = 5 8(s — w) (w)dw (2.3)

c—100

Le lecteur reconnaitra l’aspect d’une convolution, avec la particularité d’avoir un calcul & mener dans le
plan complexe.

2.1.3 Convolution de Mellin
Définition
La convolution de Mellin * peut se définir & partir de la relation fondamentale suivante :
ho= fig e ME(s) = MIfl(s) Mgl (s). (2.4)

Cette relation est équivalente a la définition suivante :

draw = [Trwe(2) L = [T (%) o 2 (25)

La condition pour définir la convolution de Mellin entre deux fonctions est d’avoir une intersection non
vide des domaines de définition de la transformée de Mellin : la variable de Mellin doit alors appartenir
a cette intersection.

Propriétés

— Commutativité et associativité
La définition 2.5 permet de déduire aisément les propriétés de commutativité et associativité de la
convolution de Mellin :

fxg = g*xf
fx(gxh) = (fxg)*h
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— Elément neutre de * : le “Dirac-Mellin”
La convolution de Mellin possede un élément neutre. Pour déterminer cet élément neutre, soit la
distribution de Dirac §(z) et considérons la distribution 63 :

M(x) = d(zr—1)

Calculons sa transformée de Mellin.

M [5//\\4(90)} = /000 25710 (x A — 1)dx

= % i y* oy — Ddy
1
Y
On en déduit que
(F#8) (@) = fOu). (2.6)

D’ott I'élément neutre recherché pour la convolution de Mellin : 634, que nous appelerons par la
suite “Dirac Mellin”.

— Distributivité
Le produit par une puissance b de la variable x possede une propriété spécifique de distributivité
qui se déduit directement de la définition de la convolution de Mellin :

o’ (frg) = (a"f) * («"g).

Exemple : la construction de la loi K

Nous avons déja rencontré la convolution de Mellin dans ’expression du compound speckle de Goodman
(expression 1.20) qui associe & une texture définie par la loi p,(©) un bruit multiplicatif de chatoiement
(loi exponentielle décroissante) :

oo 1 e
p(z) = / puli) = e % du
pn=0 M

pu(z) étant la loi du parametre y, que 'on peut maintenant réécrire sous la forme :

p(x) = pu(x)*pr(z)
avec pr(x) la loi du chatoiement. On en déduit :
Mpl(s) = Mipu](s) Mp1](s)
La transformée de Mellin d’une exponentielle décroissante s’écrit (par exemple [6]) :
M =] (s) = a °T(s)

d'ot :
Mpl(s) = u=* (T(s))*

Gréce aux tables de transformées de Mellin inverse (par exemple [6]), on a

M) (5) = 260 (27)

avec Ky fonction de Bessel modifiée de troisieme espece. En prenant en compte la propriété TM 1 de la
transformée de Mellin (vori le tableau 2.1), on retrouve l'expression 1.21 de p(x) :

o - 3y

C’est cette démarche par convolution de Mellin qu’Epstein [17] a, le premier, utilisée en 1948 pour
construire cette loi KC et qui sera formellement explicitée au paragraphe 2.4.2.
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2.1.4 La transformée de Mellin : comparaisons avec la transformée de Laplace
et la transformée de Fourier

Transformée de Laplace et transformée de Mellin

Parmi les transformations définies sur IR, la trés célebre transformée de Laplace joue un grand role
et, si elle existe, se définit comme :

LI () = / T e i(a)de peC

la variable complexe p devant appartenir a un domaine spécifique de C.
Il y a en apparence une grande parentée entre la transformée de Laplace et celle de Mellin, puisque,
en posant p = log(s — 1), on obtient :

LI () = / T e f()da
= /Ooe_log(s_l)zf(x)dx

0

/OO 257 f(x)de

0

M) =1 qer

Cependant une différence essentielle repose sur la mesure utilisée, ce qui conduit aux relations sui-
vantes :
— si on a une fonction r(x) telle que r(z) = f(x —a) si x > a et r(xz) = 0,2 € [0,a] (opération de
translation de valeur a), alors on a une forme d’invariance de la transformée de Laplace (appelé
parfois théoreme du retard) :

TL[r] (p) = /0 e PPr(x)dx
= /OO e P f(x —a)dx
0
= e Po —P(E=a) £ q)dx
e [

= efpa/ e PPg(x)dx
0

e P TLIf] ()

ce qui montre que la transformée de Laplace d’une fonction retardée s’exprime assez simplement a
partir de la transformée de Laplace de la fonction initiale.
Remarquons que 'on ne trouve pas de relation aussi simple dans ce cas pour la transformée de
Mellin.

— si on a une fonction h(z) telle que h(z) = f(Ax) (opération de dilatation de facteur \), alors on a
une forme d’invariance de la transformée de Mellin (propriété TM 1 du tableau 2.1) :

/000 ¥ h(x)dz
AT Mf(2)] (5)

M [n(x)] (s)

ce qui montre que la transformée de Mellin d'une fonction dilatée s’exprime assez simplement a
partir de la transformée de Mellin de la fonction initiale.

Remarquons que 'on ne trouve pas de relation aussi simple dans ce cas pour la transformée de
Laplace.
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Cette différence de propriété liée a la mesure s’observe aussi sur les deux opérateurs suivants, la
convolution classique, notée %, et la convolution de Mellin, notée *. En effet on a les deux relations
fondamentales? :

h = fxg & Mh(s) = M[f](s) M[g](s)
h = fxg < TL[R(p) = TLIf](p) TL[g] (p)

Chaque opérateur (retard ou dilatation) est donc associé & une transformée spécifique (Laplace ou Mellin).

Transformée de Fourier et transformée de Mellin

Une autre transformée joue un role essentiel en sciences : c’est la transformée de Fourier. Pour une
fonction f(z), définie sur IR, elle s’écrit généralement sous la forme :

+oo
FINw = [ e )

— 00

avec v € IR.

Soit une fonction f(z), définie sur R et possédant sa transformée de Mellin ¢(s). Effectuons un
passage en échelle logarithmique : on définit une variable y telle que y = logz, y € IR, et a la fonction
f(z) correspond une nouvelle fonction ¢g(y) définie sur IR, telle que :

9(y) = g(logz) = f(z)
On a les relations : )
y=logxr = dy= de
et
r=¢ = dax=zxdy
La transformée de Fourier F [g] (v) de la fonction g(y) s’écrit :

+o00
Flolv) = / g (y)dy

— 00

+oo ) 1
= / e_“’log(l)g(log(x))—dx
0 X

+oo
= / :Ef“jflf(:c)dz
0

= Mf@)](s)l=_iv
= MIfI($)——iv (2.8)

De méme, connaissant une fonction g(y) et sa transformée de Fourier F [g] (), on en déduit la trans-
formée de Mellin de la fonction f(x) (avec x =¥, x € IRT) :

+o0
Mf](s) = / 21 f(2)de

—+oo

:/ (") gly) e¥ dy

— 00

+oo
= / eg(y) dy

= FldWl,_. (2.9)

2. en prenant les précautions d’usage : les transformées de Mellin des fonctions f et g existent, et les domaines d’existence
des deux transformées se recouvrent.
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Vis a vis de la transformée de Fourier, la convolution joue un role identique a celui qu’elle joue vis a
vis de la transformée de Laplace. On a donc? :

h = fxg & Mh(s) = M[f](s) M[g](s)
h = fxg < FIlhl) = Flfl(p) Flgl ()

et, comme précédemment, retard ou dilatation sont associés a une transformée spécifique (Fourier ou

Mellin).

Le domaine d’application de la transformée de Mellin

Au vu de ces diverses comparaisons, on pourrait penser que la transformée de Mellin n’a qu'un roéle
accessoire puisqu’elle s’exprime comme une transformée de Fourier, voire comme une transformée de
Laplace. C’est oublier plusieurs points essentiels :

— Tl existe des tables de transformées de Mellin trés complétes (comme celle d’Oberhettinger [41]) et
qui offrent un tres grand nombre de transformées de Mellin de fonctions délicates a gérer dans le
monde de Fourier.

— Il existe des fonctions qui sont définies comme des transformées de Mellin Inverse : ce sont les
fonctions de Meijer, et nous verrons qu’elles jouent un role clé en imagerie radar (voir annexe B).

— Vis a vis de la transformée de Fourier, notons que la variable de Mellin, s, est une valeur complexe
alors que la variable de Fourier, v, est définie sur IR. On passe donc dans 'univers des fonctions
holomorphes, plus délicates a analyser et a manipuler, mais aussi dotées de propriétés beaucoup
plus puissantes.

En pratique, le point probablement le plus essentiel repose sur les opérations de convolution :

— La convolution traditionnelle est ’apanage des transformées de Fourier et de Laplace. Elle se fonde
sur l'opération de translation : x — = — a.

— la convolution de Mellin est 'opérateur spécifique de la transformée de Mellin. Elle se fonde sur
lopérateur de dilatation : x — Ax.

Or nous avons déja rencontré cette convolution de Mellin dans ’approche du compound speckle de Good-
man (paragraphe 1.3.1) et nous allons voir le réle clé que joue cet opérateur pour 1’étude des lois de
probabilités adaptées au bruit multiplicatif.

2.2 Quelques rappels sur le role de la transformée de Fourier en
statistiques traditionnelles

2.2.1 Définition des fonctions caractéristiques

Soit une variable aléatoire X & valeurs réelles. On définit sa fonction de répartition, notée Fx (u) :
c’est la probabilité d’apparition de la variable aléatoire dans le segment | — oo, u].
Lorsque X admet une densité de probabilité px (), celle-ci vérifie la relation :

Fe(w) = [ px)

— 00

et possede les propriétés fondamentales suivantes :

px(z) >0
2.10
ffooopx(z)dx =1 ( )

La premiére fonction caractéristique de px, ®x(v), est, par définition, et si celle-ci existe, I’espérance
de e® .
dx(v) = E[e"] (2.11)

3. toujours avec les précautions d’usage
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Au signe de I'argument de exponentielle prés, on reconnait le noyau de la transformée de Fourier (relation
2.7), ce qui permet d’écrire? :

dx(v) = Ftpx](v) = [ e px(z)da, (2.12)

La seconde fonction caractéristique de px, ¥ x(v), est alors définie par la relation (si elle existe) :
Ux(v) = log(®x(v)) (2.13)
Notons que la relation 2.10 impose :
Ox(W)],_y = 1 (2.14)

Autrement dit, la valeur de la transformée de Fourier d’une fonction pour la fréquence nulle est tout
simplement la valeur moyenne de la fonction.

2.2.2 Moments

La premiere fonction caractéristique permet de donner une premiere définition du moment d’ordre r
(s’il existe) sous la forme :
r dT(I)X (l/)
dvr v=0
Dans la mesure ou la densité de probabilité admet une transformée de Fourier dérivable selon la variable
de Fourier v, cette expression permet d’avoir une forme analytique des moments.
En utilisant alors une propriété de la transformée de Fourier :

Flep@)] ) = (~iy TP

on en déduit une forme plus connue pour 'expression du moment d’ordre r :

m, = (—i) (2.15)

+oo
my = / " px (z)dz. (2.16)

— 00
cette derniere expression permettant d’introduire les moments centrés d’ordre r, M,, qui s’expriment
par la relation :

M, = /_ :O (z — )" px (z)de.

Plus précisément, on en déduit les tres classiques relations exprimant les moments centrés en fonction
des moments [12] :

My, = m

My = mg — m%

Ms = ms — 3mamy + Qmi’

My = myg — 4mamy + 6mam?i — 3m] (2.17)
Ms = ms — dmgmy + 10m3m% — 10m2m? + 4m‘;’

Mg = mg — 6msmq + 15m4m% - 20m3m? + l5mgmi1 - 5mfls

qui ont aussi leurs formes duales suivantes (moments en fonction des moments centrés) [12] :

m; = M

my = My + M}

ms = M;s + 3MyM; + M;

my = My + 4M3M; + 6MyM? + M} (2.18)
ms = Ms + 5MyM, + 10MsM? + 10MoM? + M7

me = Mg + 6MsM, + 15MyM? + 20MsM? + 15MoM} + MY

4. Ce signe rattaché a I'exponentielle complexe est caractéristique de 'univers des statistiques (aussi bien autrefois [42]
que maintenant [26]) : ceci explique la notation F+ choisie dans ce document.
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Le moment d’ordre 1 porte le nom de moyenne et s’écrit :

+oo
m o= m; = / x px (x)de.

— 00
Le moment centré d’ordre 2 est associé & la variance, notée o2 :
+oo 5
o2 = My, = / (x —m)” px(x)dz.
— 00

o étant écart type (standard deviation).
En traitement d’images cohérentes ou les données sont positives ou nulles, il est fait souvent usage du
coefficient de variation, noté v et défini par :

y= M o (2.19)

On peut remarquer que son inverse, u/o n’est rien d’autre que le rapport signal & bruit utilisé en
traitement du signal.
D’autres coefficients sont parfois utiles pour décrire ’allure d’une densité de probabilité. Par exemple,
Kendall [46] introduit les coefficients 1, liés & asymétrie (skewness), et B2, lié & 'aplatissement (kurto-
518) :

M2

B = —= (2.20)
M3
My

Br = —. (2.21)
M

Ces deux grandeurs, qui ne dépendent que des parametres de forme des lois, permettent de décrire des
familles de loi dans un diagramme connu sous le nom de diagramme de Pearson (que nous détaillerons
dans le cas des lois Gamma et Gamma Inverse au paragraphe 3.1.6). Les lois normales y occupent une
position de référence : elles sont toutes localisées au point (f; = 0, f2 = 3). Un exemple du diagramme
de Pearson sera donné pour les lois Gamma et Gamma Inverse au chapitre 3, paragraphe 3.1.6.

2.2.3 Cumulants

La seconde fonction caractéristique de px, Ux(v) (relation 2.13), permet de donner une premiére
définition du cumulant d’ordre r (s'il existe) sous la forme :

r dT\I/X(Z/)

" . (2.22)
dv Vo

ke = (i)

Apres quelques calculs, on trouve alors les relations exprimant les cumulants en fonction des moments
centrés (et donc des moments) [12] :

K1 = nmy
Ko = Moy (2.23)
k3 = Ms3

Les cumulants ont un roéle clé dans la modélisation de somme de variables aléatoires.

2.2.4 Somme de variables aléatoires

Le formalisme des fonctions caractéristiques, fondé sur la transformée de Fourier et la convolution,
est parfaitement adapté au cas de la somme de deux variables aléatoires. En effet, soient deux variables

36



aléatoires, X et Y, décrites par leurs lois probabilités px(z) et py(y) ainsi que par leurs fonctions
caractéristiques @ x (v) et Py (v). Considérons la nouvelle variable aléatoire Z telle que :

Z = X +4+Y

et notons pz(z) sa densité de probabilité.

Pour que la variable aléatoire Z ait une réalisation de valeur z, il faut que, pour une réalisation de
Y de valeur y, corresponde une réalisation de X de valeur x = z — y. Dans ce cas, la réalisation du
processus somme a bien la valeur z. Or, pour un y donné, on connait la loi suivie par la variable aléatoire
X' = X — y : c’est tout simplement px/(x) = px(z — y). En considérant toutes les réalisations y de Y’
possibles menant a la valeur z, on peut écrire :

patc) = [ " ox(z — wpy()dy (2.24)

— 00

On reconnait la forme d’une convolution. Connaissant les propriétés de la transformée de Fourier vis a
vis de la convolution, on obtient la fonction caractéristique ® z(v) de la variable aléatoire Z sous la forme
d’un simple produit :

(bz(l/) = (I)X(l/) (I)y(V) (225)

Dans la mesure ou cette expression se retrouve dans une table de transformée de Fourier inverse, on
a une méthode tres aisée a mettre en ceuvre pour établir la forme analytique de la densité de probabilité
d’une somme de variables aléatoires.

De V'expression 2.25 et de la relation donnant les cumulants a partir de la fonction caractéristique
(relation 2.22), on tire une propriété essentielle résultant de la somme de deux variables aléatoires : le
cumulant d’ordre r de la variable aléatoire Z (somme de la variable aléatoire X et de la variable aléatoire
Y') s’obtient en effectuant la somme du cumulant d’ordre r de la variable aléatoire X avec le cumulant
d’ordre r de la variable aléatoire Y.

Kzr = Kxo + Kyr (2.26)

En particulier, le cas » = 1 permet d’écrire une relation bien connue pour la moyenne de la somme de
deux variables aléatoires :

mx+y,1 = Mmx1 + My,

2.2.5 Données discretes

Il est rare d’avoir un phénomene physique pour lequel on connait la forme théorique de la densité de
probabilité : le chatoiement pleinement développé en est un exemple. En revanche, dés que l'on étudie
un phénomene discrétisé, on peut disposer d’un jeu de N échantillons (z,,n € [1, N]) sur lequel on peut
opérer des calculs élémentaires.

L’expression des moments (relation 2.16) sous forme intégrale permet leurs estimations & partir de
ces N échantillons. On définit alors les moments empiriques d’ordre r, m,, par une approximation de
I'intégrale sous forme discrete, ce qui donne

1 N
n=1

Il est important de noter que ces estimés sont toujours calculables dans la mesure ou les données
(généralement issues d’un convertisseur analogique/numérique) sont bornées.
De maniere triviale, les moments centrés empiriques d’ordre r s’écrivent :

1 N

N

n=1

MT = (.Tn — ml)T

ce qui permet une estimation des cumulants.



2.2.6 L’héritage des statistiques traditionnelles

En résumé, le cadre des statistiques traditionnelles fait jouer un role essentiel & la transformée de
Fourier, sous le nom de fonction caractéristique, pour caractériser les lois de probabilité définies sur IR.
On a donc par définition (relation 2.12) :

—+o0
bx(r) = Frlpxl0) = [ epx(ads
— 00
Pour un traiteur de données, les propriété majeures de cette fonction caractéristique peuvent se résumer
en deux points :
— la notion de moment d’ordre r s’obtient soit sous une forme permettant des calculs analytiques
(relation 2.15) :
r dT(I)X (l/)

me = (=) dvr

v=0
soit sous une forme intégrale :
+oo
m, = / 2" px (z)dx
— 00

utilisable pour des données discrétes et qui permet d’estimer ce moment (relation 2.16) :

| X
M, = — x;,
p3

— une combinaison additive des variables aléatoires X et Y, dont les densités de probabilités sont
px (u) et py (u), se modélise comme un produit de fonctions caractéristiques (relation 2.25), et donc
une convolution des densités de probabilités :

|72 = X+YV o @) = &x)d(v) & pylu) = px(wxpy(u) | (228)

ce qui rend accessible la forme analytique de la densité de probabilité de la variable aléatoire Z par
le biais de tables de transformées de Fourier directes et inverses. Cette propriété permet d’écrire
une loi additive pour les cumulants (relation 2.26) :

Rzr = KX + Ry r

2.3 Application de la transformée de Mellin aux lois de proba-
bilités définies sur IR

2.3.1 Définition des log-statistiques pour des densités de probabilités définies
sur R

Soit une variable aléatoire X définie sur IR' et de densité de probabilité px(z) avec z € IR*. Dans
Pexpression de sa fonction caractéristique ® x (), on note que 'intégrale de Fourier n’opere en pratique
que sur le demi espace réel IRT puisque dans le cas de cette fonction p(x), sa fonction caractéristique
Dy (v) s”écrit :

—+o0
Ox(v) = Frlpx](v) = / e py (2)de

la transformée de Fourier dans ce cas ne se calcule que dans un demi espace (IRT) et n’opeére pas opti-
malement.
Cette observation tres simple peut mener a deux démarches :
— une démarche heuristique, qui consiste a chercher et tester des transformations intégrales dont
le domaine de définition se restreint au demi espace IR*. Cette démarche conduit & choisir la
transformée de Mellin qui, par définition, ne met en ceuvre que des valeurs de x dans le demi espace

RT.
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— une démarche s’appuyant sur les liens entre transformée de Mellin et transformée de Fourier que nous
avons vus au paragraphe 2.1.4 et qui, dans le cas d’une fonction f définie sur IR, permet d’établir
des passerelles entre la transformée de Mellin M [f] (s) et la transformée de Fourier F [g] (v) de la
fonction g(y) = f(e¥) par le biais d’un changement de variable y = logaz < x = ¥, ce qui permet
d’écrire (relations 2.8 et 2.9) :

Fldw) = M) =i
MIfI(s) = FlalW)l,—is

la premieére de ces relations montrant que, dans le cas de ce changement de variable (passage en
échelle logarithmique), la forme de la transformée de Fourier s’obtient tres aisément si on connait
la transformée de Mellin de la densité de probabilité.

Ces deux observations menent & définir la notion de log-statistiques, que 1’on peut aussi appeler sta-
tistiques de Mellin pour lesquelles ’élément fédérateur est la transformée de Mellin en lieu et place de la
transformée de Fourier. S’en déduisent les définitions de la premiere fonction caractéristique de deuxieme
espece ¢x(s) et de la seconde fonction caractéristique de deuxieme espéce ¢ x (s) par un simple mimétisme
des relations 2.12 (premiére fonction caractéristique) et 2.13 (seconde fonction caractéristique), ce qui
donne les relations® :

¢x(s) = Mlpx](s) = [;72* 'px(z)de (2.29)

et

| ¥x(s) = log(gx(s)) | (2:30)

la variable s étant un complexe dont il faut définir le domaine de définition.
Puisque px (x) est une densité de probabilité, on a (relation 2.10) :

/Ooo px(z)de = 1

Aussi, toute fonction caractéristique de deuxieme espece est définie pour des valeurs de s telles que
la valeur s = 1 appartienne & son domaine de définition (de méme que les fonctions caractéristiques
traditionnelles sont définies en v = 0 —voir la relation 2.14-). Ceci permet d’affirmer que le domaine de
définition d’une fonction caractéristique de deuxiéme espece correspond a la bande de définition de la
transformée de Mellin (voir paragraphe 2.1.1). C’est un ouvert du plan complexe tel que la valeur s = 1
soit a l'intérieur de cet ouvert.

En appliquant la transformée de Mellin Inverse (relation 2.2) pour les points 1+is (c’est & dire ¢ = 1),
on peut écrire :

1 1+i00 .
px(z) = Sim x=%¢(s)ds

Ceci montre que la premiére fonction caractéristique de deuxieme espece d’une variable aléatoire X
permet, & l'instar de la premiére fonction caractéristique, de retrouver la densité de probabilité de X. On
peut noter que le choix ¢ = 1 n’est pas unique : n’importe quelle valeur de ¢ du domaine de définition
des fonctions caractéristiques de deuxieme espece peut étre utilisé pour effectuer la transformée de Mellin
Inverse.

Bien que peu usitée, la transformée de Mellin est dotée de tables analytiques (transformées directe
et inverse) qui peuvent s’avérer extrémement performantes. Citons celle qui semble la plus ancienne
(Bateman [6], 1954) et celle qui est la plus complete (Oberhettinger [41], 1974). Nous verrons qu’en
pratique la quasi totalité des lois usitées en imagerie cohérente ont une transformée de Mellin dans ['une
de ces tables.

5. Le choix typographique est d’attribuer des lettres grecques en majuscule pour les fonctions caractéristiques tradition-
nelles et les lettres grecques en minuscule pour les fonctions caractéristiques de deuxiéme espéce.
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2.3.2 Liens entre premieére fonction caractéristique de deuxieme espece et
moments

Une premiere application des statistiques de Mellin est le calcul des moments traditionnels. En effet,
le moment traditionnel d’ordre r, m,, s’écrit (s’il existe) :

my :/ 2"px(z)dx
0

A partir de la définition de la premiere fonction caractéristique de deuxieme espece (relation 2.29),
on a directement :

my = ¢X(S)|s:r+l (231)

C’est une premiere retombée des statistiques de Mellin : dans la mesure ou une loi de probabilité possede
sa transformée de Mellin, on en déduit directement ses moments d’ordre r des lors que la premiere fonction
caractéristique de deuxieme espece est définie pour s = r+ 1 et que la valeur s = r + 1 est dans un ouvert
du domaine de définition de la premiere fonction caractéristique de deuxieme espece.

2.3.3 Définition des log-moments et des log-cumulants

En reprenant la démarche ayant conduit a définir les moments et les cumulants a partir des fonctions
caractéristiques prises en v = 0, voyons ce qui se passe dans les statistiques de Mellin en faisant jouer un
role clé a la valeur s = 1. On obtient ainsi :

— Le moment de deuxieéme espece d’ordre r, noté my ,, et que I’'on peut nommer log-moment, se définit

par :
. d"px(s)

m, = ——

2.32
Qs (2.32)

s=1

— Le cumulant de deuxieme espece d’ordre r, noté Kx ,, et que 'on peut nommer log-cumulant, se
définit par :
_ o d"Yx(s)

= =/ 2.
R & | (2.33)
2.3.4 Propriétés des log-moments
Soit le log-moment d’ordre r :
- d7x(s)
" ds™ |,
En appliquant la propriété TM 6 de la transformée de Mellin :
M{f(x) (logz)") (s) = (M[f(@)] ()™
on en déduit les deux expressions équivalentes pour les moments de deuxieme espece :
g - 4 ox(s)
ds™ |,
+oo
= / (logz)" px(z) dx (2.34)
0

Si I'on compare avec la définition de la moyenne (relation 2.16), on remarque le changement du noyau
intégral qui initialement était 2™ et qui devient (logz)”. Ceci justifie I'appellation de log-moments pour
ces grandeurs.

Dans ce cadre, on peut définir la log-moyenne m par la relation suivante :

logm=1m; < m = e™ (2.35)
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ce qui conduit & définir les log-moments normalisés :

M, = /O+OO <1og <%)> px(z) dz (2.36)

Comme la construction des log-moments normalisés s’est faite par un calcul en tout point semblable
a celui des moments centrés, il est facile de retranscrire les relations entre moment et moments centrés
(relations 2.17 et 2.18) en des relations entre log-moments et log-moments centrés :

M; = m;

My = 1y — m?

Mz = 13 — 3y + 2m’

M, = 1y — 4mgm; + 6mem? — 3} (2.37)
Ms; = 1h5 — bmym; + 10msm? — 10mem? + 4

Mg = 1ig — 6msiy + 15mym? — 20msm$ + 15mem} — 5md

qui ont aussi leurs formes duales suivantes (log-moments en fonction des log-moments normalisés) :

m; = M,

my = My + M2

3 = Ms + 3MoM,; + M3

g = My + 4M;M3 + 6MM?2 4 Mj (2.38)
ms = Ms + 5MyM; + 10MsM? + 10MoM3 + M3

g = Mg + 6MsM; + 15M,M? + 20MsM$ + 15MoM? + MY

2.3.5 Propriétés des log-cumulants

Nous avons vu que le log-cumulant d’ordre r est donné par la relation 2.33 :

_ d"yYx(s)

Ry =
ds”

s=1

Comme dans le cadre des statistiques traditionnelles, il existe des liens analytiques entre log-moments
et log-cumulants.
— pour le premier log-cumulant, on a :

~ dlog (¢x(s))
ds

dé(s)

ds
¢z(5) a1
- 1y (2.39)

— De méme pour l'expression de (), il suffit d’écrire :

_ o d?log(¢.(s))
K9 == T
S s=1
2
d2 (s dd’m(s)
_ fee) ()
0o(s) |, dals)?
s=1
= 1y — m} (2.40)
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— Formellement, on retrouve le méme schéma de relation entre log-moments et log-cumulants que
celui qui existe entre moments et cumulants. En s’inspirant des relations 2.23, on déduit :

K1 = m
Fo = My = my — m? (2.41)
ks = Ms = mg — 3mpm; + 2m}

2.3.6 Données discretes

Comme dans le cas des statistiques traditionnelles (paragraphe 2.2.5), un phénomene peut étre étudié
grace & un jeu de N échantillons® (z,,n € [1,N],z, € IRT) sur lequel on peut opérer des calculs
élémentaires.

L’expression des log-moments (relation 2.34) sous forme intégrale permet leurs estimations & partir
de ces N échantillons. On définit alors les log-moments empiriques d’ordre r, ﬁlr, par une approximation
de l'intégrale sous forme discrete, ce qui donne

R 1 X
m, = N; (log (z))" (2.42)

Il est important de noter que ces estimées sont toujours calculables dans la mesure ou les données
(généralement issues d’un convertisseur analogique/numérique) sont bornées et strictement positives.
De maniere triviale, les moments centrés empiriques d’ordre r s’écrivent :

B 1 N T r
M, = — lo L
v (o))

ce qui permet une estimation des log-cumulants.

2.4 Propriétés des Log-statistiques

2.4.1 Moments traditionnels et premiere fonction caractéristique

Soit une variable aléatoire X décrite par sa densité de probabilité px (u) et sa fonction caractéristique
de deuxieme espece ¢x (s).

Par définition, la premieére fonction caractéristique est la transformée de Mellin d’une densité de
probabilité. Etant donnée la définition de la transformée de Mellin et de la définition des moments
traditionnels, on a directement (relation 2.31) :

my = ¢X(S)|s:r+1

dans la mesure ou ce moment existe.

2.4.2 Produit de variables aléatoires

Le formalisme des fonctions caractéristiques de deuxieme espece, fondé sur la transformée de Mellin et
la convolution de Mellin, est parfaitement adapté au cas du produit de deux variables aléatoires définies
sur IRT. En effet, soient deux variables aléatoires, X et Y, décrites par leurs lois probabilités px (z)
et py (y) ainsi que par leurs fonctions caractéristiques de deuxiéme espece ¢x (s) et ¢y (s) (toutes deux
définies dans une bande autour de la valeur s = 1). Considérons la nouvelle variable aléatoire Z telle
que :

Z = XY

Elle est elle méme définie sur IRT. Notons pz(2) sa densité de probabilité.

6. que l’on supposera strictement positifs pour éluder le cas pathologique x = 0 non géré par la fonction logarithme.
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Pour que la variable aléatoire Z ait une réalisation de valeur z, il faut que, pour une réalisation de Y
de valeur y, corresponde une réalisation de X de valeur x = § (y étant supposé non nul). Dans ce cas, la
réalisation du processus produit a bien la valeur z. Or, pour un y donné, on connait la loi suivie par la

variable aléatoire X' = % s elle 8’écrit px/(x) =

%px (%) En considérant toutes les réalisations y de Y

possibles menant a la valeur z, on peut écrire :

pee) = [ Sox (f)py@)dy (2.43)

Y

On reconnait la forme d’une convolution de Mellin (expression 2.5), ce qui permet d’obtenir la fonction
caractéristique de deuxieéme espece ¢z (s) de la variable aléatoire Z par un simple produit des fonctions
caractéristiques de deuxieme espece ¢x (s) et ¢y (s) :

¢z(s) = ox(s) oy (s) (2.44)

Dans la mesure oll cette expression se retrouve dans une table de transformée de Mellin inverse”, on

a une méthode tres aisée a mettre en ceuvre pour établir la forme analytique de la densité de probabilité
d’un produit de variables aléatoires.

De P'expression 2.44 et de la relation donnant les log-cumulants a partir de la fonction caractéristique
de deuxieme espece (relation 2.33), on tire une propriété essentielle résultant du produit de deux variables
aléatoires : le log-cumulant d’ordre r de la variable aléatoire Z (produit de la variable aléatoire X et de la
variable aléatoire Y) s’obtient en effectuant la somme du log-cumulant d’ordre r de la variable aléatoire
X avec le log-cumulant d’ordre r de la variable aléatoire Y.

’%Z,r = ’%X,T + ’%Y,T (245)

2.4.3 Lois directes et lois inverses

Si X est une variable aléatoire et gx(x) est sa densité de probabilité, alors la densité de probabilité
de la variable aléatoire Y telle que :
1
Y = —
X
vérifie :
w = () (2.46)
gy\y) = —S9x\— |- .
y? y
On peut noter & partir de cette expression que, puisque gx est une densité de probabilité (vérifiant
entre autres gx (z) > 0 Vz), cette expression vérifie bien une des conditions requises pour les densités de
probabilité puisque 'on a gy (y) > 0 Vy.
En partant de la définition de la transformée de Mellin et en utilisant simplement les propriétés TIM
2 et TM 4 (voir tableau 2.1), on montre que la log-fonction caractéristique de la variable aléatoire Y,

¢y (s), se déduit directement de la log-fonction caractéristique de la variable aléatoire X, ¢x(s) par la
relation :

oy (s) = ox(2—29) (2.47)
On peut vérifier que la valeur de ¢y (s) en s = 1 donne bien la valeur 1 : c’est donc bien une densité de
probabilité.

La relation donnant les log-cumulants de la variable aléatoire Y connaissant ceux de la variable
aléatoire X est alors tres simple puisque :

Ry, = (—1)"kxr (2.48)

7. et 'expérience montre que c’est quasiment toujours le cas
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2.4.4 Similitude, facteur d’échelle et loi homothétique

Soit une variable aléatoire X décrite par sa densité de probabilité px (x) et sa fonction caractéristique
de deuxiéme espece ¢x(s). Considérons une variable aléatoire Y décrite par sa loi de probabilité py (x)
et sa fonction caractéristique de deuxieme espece ¢y (s), et telle que :

X
Y = — >0
o

Gréce a la propriété TM 1 de la tranformée de Mellin (tableau 2.1), on obtient :

Mlpy](s) = p* dx(s) (2.49)
ce qui permet d’écrire directement :
1 T
py(z) = —px |~
Iz Iz
d’otu la fonction caractéristique de deuxieme espece de py (z) :
¢y (s) = p*~ ox(s) (2.50)

Le premier log-moment de la variable aléatoire Y s’obtenant par dérivation logarithmique de ¢y (s)
s’écrit :

. _ dlog(¢v(s))
s e
s=1
_ dlog(p®) dlog (¢x (s))
ds 1 ds a1
_ d(slog () dlog (6x (s))
ds 1 ds a1
= log(p) + Fxa
et il est facile de montrer que :
Ry, = Rx, Vr>2 (2.51)

Cette relation montre que les log-cumulants d’ordres supérieurs a 1 ne dépendent pas d’un facteur
d’échelle p telle que X = pY. Elle permet aussi d’affirmer que si les log-cumulants d’ordres supérieurs a
1 dépendent de p parametres ay,...,ap, ces parametres ne dépendent que de la forme de la loi, et non
d’une grandeur dépendant d’une valeur moyenne. Cette constatation permettra de définir un diagramme
de représentation de lois de probabilité non pas fondé sur des coefficients liés aux moments comme le
diagramme de Pearson (parametres 51 et 2) mais fondé sur les log-cumulants %2 et & — 3. L’origine de
ce diagramme correspond & la loi homothétique : cette loi, qui correspond & un simple gain (changement
du parametre d’échelle), a tous ses log-moments d’ordre supérieur a 2 nuls. Ce nouveau diagramme sera
introduit au chapitre 3, paragraphe 3.1.7.

Nous avons vu que la convolution de Mellin posséde un élément neutre : le “Dirac-Mellin” (paragraphe
2.1.3). Ce “Dirac-Mellin” va jouer un réle clé dans la définition de la loi homothétique H [u] (z), dont la
fonction caractéristique de deuxieéme espéce s’écrit :

L’expression analytique de la loi homothétique est alors :

1
Ml @) = o) (252)
En analysant la relation 2.50, on remarque que cette expression est un produit de deux fonctions
caractéristiques de deuxiéme espece : celle du “Dirac-Mellin” et celle de la densité de probabilité px (x).
Ceci permet d’écrire :
pr(a) = px(a) k(@)
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Ceci a pour conséquence que si une loi py (z) & P+ 1 parametres dépend d’une variable x sous la forme ﬁ,
w étant un des parametres, alors il existe une loi px (z) & P parametres (c’est & dire tous les parametres
de py(x) autres que u) telle que :

px(x) = pyl, (2)
et py (z) peut s'écrire :

py(z) = px(z) %8, () (2.53)
Remarquons alors que, puisque la fonction caractéristique de deuxieme espece de py (x) s’écrit :

¢y (s) = p*~ ox(s)

et que ¢x (s) ne dépend pas de u, le moment d’ordre r de la loi py (x), m,., vérifie :

my ~ pu" (2.54)

2.4.5 Lois généralisées
Lois généralisées : cas général

Soit une variable aléatoire X décrite par sa densité de probabilité px(z) et sa log-fonction ca-
ractéristique ¢x(s). Soit une nouvelle variable aléatoire Y telle que X = Y décrite par sa densité
de probabilité py (y), que l'on notera px ,(y) et sa log-fonction caractéristique ¢y (s), que 'on notera
$x.n(5)

Puisque 'on a la relation :

r=y" = dzx = ny"tdy

Gréce & la propriété TM 3 de la transformée de Mellin (tableau 2.1), on a alors les relations fonda-

mentales :

pxa) = Inly" Y px(y?) (2.55)
_ s+n—1 _ s—1
¢X,n(5) = ¢x (777 ) bx (1 + 7 ) (2.56)

La relation donnant les log-cumulants de la variable aléatoire Y connaissant ceux de la variable
aléatoire X est alors tres simple puisque :

1
Rye = —Fx, (2.57)

C’est cette formulation qui semble la plus usitée en imagerie cohérente : la puissance 1 étant appliquée

1 . .

a la nouvelle variable y pour avoir au final y” = z, c’est a dire y = 7. C’est donc cette notation qui sera
adoptée dans ce document et il est alors d’usage de parler de “lois généralisées” pour ces lois portant sur
une puissance 77 d’une variable aléatoire.

Cas particulier : les lois “en amplitude”

En posant n = 2

paly) = 2ypy®) (2.58)

¢(1+S;1) (2.59)

11 est d’usage cependant d’utiliser un parametre d’échelle (comme 1) adapté & la variable de sorte que

I’on fasse apparaitre la grandeur % aussi bien pour la variable X que Y.

Pa(s)

La relation donnant les log-cumulants (d’ordre r > 2) de la variable aléatoire Y connaissant ceux de
la variable aléatoire X est alors tres simple puisque :
1

’%Y,T = ?RX,T (260)
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Cas particulier : les lois “en amplitude” Inverse

En posant n = —2 dans la relation 2.55 ainsi que dans la relation 2.56, on obtient directement les
relations concernant les lois en amplitude inverse :

parl) = 25 p(=) (2.61)
dar(s) = ¢><1+125) (2.62)

On remarque que la loi en amplitude de la loi inverse est la loi inverse de la loi en amplitude puisque
I’on a de maniere équivalente les deux mécanismes de passage possibles :

ox(s) — or1(s) = éx(2—5) = dra(s) = o1 (1+52) = ox (2—- (1+5))
ox(s) — ¢als) = ox (1+552) = darls) = ¢a(2—s) = ox (2— (1+232)) =

ox (1+13°)
(1+132)
(2.63)

ox

[N

2.4.6 Changements d’échelle : passage en échelle logarithmique

Lorsque I'on dispose d'une loi définie sur IRT, une démarche traditionnelle est de passer en échelle
logarithmique, ce qui permet d’avoir alors une loi définie sur IR et de pouvoir éventuellement retrouver
des résultats connus.

Considérons donc une variable aléatoire X a densité de probabilité et a valeurs réelles positives. Soit
fx (v) sa ddp, définie pour v € IR*. Sa fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

+oo
dx(s) = /0 v fx (v)do.

Effectuons un passage en échelle logarithmique. La nouvelle variable aléatoire = est alors décrite par sa
ddp p.(u) définie pour u € IR avec u = logv. Cette ddp se déduit de fx par la relation :

pr(u) = € fx (e*). (2.64)

Calculons maintenant la fonction caractéristique de la variable aléatoire x :

—+o0

() = [ e

— 00

+oo
N / e fx (e")du

— 00

+oo
= / erloevfe(v)dy  avec v = e
0

+oo
= / 0" fx (v)dv
0

On reconnait alors dans cette derniere relation la fonction caractéristique de deuxieme espece de fx (v)
en s = 14 4r. D’ou la relation :

Q,(r) = ¢X(5>|s:1+ir (2.65)

On a ainsi montré qu’il y a un lien direct entre la log-fonction caractéristique d’une densité de probabilité
(ddp) définie sur IR et la fonction caractéristique de la ddp définie sur IR et correspondant & un simple
changement de variable (passage en échelle logarithmique).

L’expression 2.65 permet d’avoir une relation entre le réle d’une convolution et celui d’une convolution
de Mellin. En effet, si I’on a deux variables aléatoires définies sur R" : X, de ddp fx, et Y, de ddp fy, et
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que 'on considere Z, comme le produit de ces deux variables aléatoires, on a les deux relations suivantes
permettant de déduire la ddp fz de la variable aléatoire Z ainsi que sa log-fonction catactéristique :

fz(v) = [fx(v)* fy(v)
dz(s) = ¢x(s) Py (s)

Par passage en échelle logarithmique, on en déduit ’expression de la fonction caractéristique de la ddp
de la variable z :

¢Z(T) = (bac(r) ¢y(8)

ce qui permet de retrouver la relation :

fo(u) = pa(u) % py(u)

c’est a dire que, comme on pouvait s’y attendre, la variable aléatoire z est la somme des deux variables
aléatoires = et y.
Connaissant la relation 2.64, on en déduit aisément :

[Pz *pyl (u) = " [fx * fy](e"). (2.66)

2.4.7 Moments et modeles mixtes

Dans le cadre de l'estimation des parametres de la loi K, Blacknell [10] propose une méthode originale
s’appuyant sur Iespérance de la variable zlogz. C’est un probleme “mixte” 8, puisque I'espérance de la
variable x est le premier moment et que l'espérance de la variable log = est le premier log-moment.

Le formalisme des log-statistiques permet aisément de calculer cette espérance. En effet, soit une ddp
p(z) dont on connait la fonctions caractéristique de deuxiéme espece ¢(s). Les propriétés de la transformée
de Mellin permettent d’en déduire :

— la transformée de Mellin ¢x (s) de la fonction® x p(z) qui s’exprime & 1’aide de la propriété TM 2 :

¢x(s) = o(s+1) (2.67)

— la transformée de Mellin ¢, (s) de la fonction log z p(x) qui s’exprime & 1’aide de la propriété TM 6 :
do(s

or(s) = % (2.68)

Pour calculer E (zlogx), deux techniques sont alors possibles :
— considérer que c’est le log-moment d’ordre 1 de la fonction x p(x). Puisque ¢x est une transformée
de Mellin, la propriété TM 6 permet d’écrire :
dox

E(zlogz) = e (2.69)
s=1

— considérer que c’est le moment d’ordre 1 de la fonction log(z) p(z). Puisque ¢y, est une transformée
de Mellin, on a :
E(zlogz) = ¢r(s)],_o (2.70)

Bien entendu, il est possible de démontrer que, dans la mesure ou ces expressions sont définies sur des
voisinages adequat (i.e. dans la majorité des cas rencontrés en analyse d’images RSO), les deux expressions
sont en fait identiques. Cependant, il est intéressant de voir que dans un cas on estime un moment, et
que dans l'autre on estime un log-moment.

En généralisant cette démarche, connaissant ¢(s), on peut ainsi définir :

8. En anglais mized model : comme en théorie des jeux, traduire ce terme par “modéle mixte” releve d’une trop grande
hate a rechercher une traduction exacte et plaisante. Ce serait plutot “modeéle mélangé” qui serait adéquat. En théorie des
jeux, le terme “stratégies mélangées” n’est jamais passée dans les habitudes et c’est “stratégies mixtes” qui est la traduction
finalement adoptée de mized strategies

9. Il faut parler de fonction car la condition f z p(z) de = 1 n’est pas nécessairement vérifiée ici.
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— les moments mixtes, notés w, tels que

w, = E(z"logz) = ¢n(s)|,_, avec ¢r(s) = d‘gis) (2.71)
— les log-moments mixtes, notés w,, tels que
B, = E(z(logz)") = d;jnx avec ¢x(s) = o(s+1) (2.72)
s=1
Remarquons que, par définition, on a :
Wy = w

2.5 Bilan : le nouvel héritage des log-statistiques

Le formalisme des log-statistiques s’appuie donc sur la transformée de Mellin, qui, appliquée & px (),
densité de probabilité d’une variable définie sur IR™, donne par définition la fonction caractéristique de
deuxieme espéce :

ox() = Mbxl) = [ " (a)da

Pour un traiteur de données, les propriétés majeures de cette fonction caractéristique de deuxieme
espece peuvent se résumer dans les points suivants :
— px(z) étant une densité de probabilité, elle vérifie [ px(z) dz =1, d’ot :

¢x(8)[y=y =1 (2.73)

— L’expression de la fonction caractéristique de deuxieme espece, associée aux tables de transformée
de Mellin, permet de déduire les moments d’ordre r : m, en posant s = r + 1 (ce qui permet de
définir les moments non entiers, voire les moments négatifs) :

My = ¢x(8)]smria (2.74)

— la notion de log-moment d’ordre r s’obtient soit sous une forme permettant des calculs analytiques
(relation 2.34), soit sous forme intégrale :

- d7ox(s)

, =
ds™

+oo
_ / (logz)" px(z) da (2.75)

s=1

La forme intégrale est transposable aux données discrétes et permet d’estimer ce log-moment (re-
lation 2.42) :

. 1 o ,
my = N Z (1Og (xn))
n=1
— une combinaison multiplicative des variables aléatoires X et Y, dont les densités de probabilités
sont px(u) et py(u), se modélise comme un produit de fonctions caractéristiques de deuxieme
espece (relation 2.44), et donc une convolution de Mellin des densités de probabilités. On a alors
I’équivalent dans le monde multiplicatif de la relation 2.28 :

12 = XY & 020 = ox()dv(s) & palw) = px(uw)kpr(u) (2.76)

ce qui rend accessible la forme analytique de la densité de probabilité de la variable aléatoire Z par
le biais de tables de transformées de Mellin directes et inverses. Cette propriété permet d’écrire une
loi additive pour les log-cumulants (relation 2.26) :

‘Z = XY & Kz, = kx, + Ky, (2.77)
ainsi qu’une loi multiplicative pour ses moments traditionnels :
‘Z = XY & pz, = mx,five (2.78)
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— un changement de variable par passage & la puissance n (avec ) € IR) de la variable y : x — y" est

un cas pour lequel les log-satistiques apportent un éclairage simple. En effet, on a :

Yn

=

oy (s)

Ry r

= ¢x (1 +
1
- RX,r

Ul

s—1

)

(2.79)

— Cette derniere relation permet d’aborder les lois inverses, c’est a dire le changement de variable

r— 1
Yy

X

1
Y

“

246

Ry,r

= ox(1+(1-3))

= (_1)T RX,r

)

49

(2.80)
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Chapitre 3

Exemples d’application des
log-statistiques

Nous allons voir que la quasi totalité des lois de I'imagerie cohérente se déduisent de deux lois fonda-
mentales : la loi Gamma et la loi Beta, que nous allons analyser plus en détail. Les lois qui en découlent
par convolution de Mellin ne seront pas étudiées en détails !, mais feront ’objet de fiches synthétiques au
chapitre 4. Pour ces mémes lois, leurs formes généralisées feront 1'objet de fiches au chapitre 5, et leurs
formes en amplitude feront ’objet de fiches au chapitre 6.

Grace aux lois Gamma, Gamma Inverse, Beta et Beta Inverse, nous allons voir qu’en les combinant a
I’aide de la convolution de Mellin, il est possible de générer un tres grand nombre de lois de probabilités
définies sur IRT, certaines connues, d’autres inusitées (et donc sans nom actuellement). Cette convolution
de Mellin (qui est & la base du Compound Speckle de Goodman) est d’autant plus facile & utiliser que
ces quatres lois peuvent s’exprimer a l'aide d’une classe de fonctions peu usitées a ’heure actuelle :
les fonctions de Meijer (voir [36]) auxquelles les annexes B et C du présent document sont dédiées. Or
une de leurs propriétés essentielles est que la convolution de deux fonctions de Meijer s’exprime comme
une unique fonction de Meijer : ceci permet une grande rationalisation dans 'univers des densités de
probabilité définies sur IRT, d’autant plus appréciable que les fonctions de Meijer commencent & étre
proposées dans un certain nombre de logiciels actuels (en particulier en Python).

C’est pourquoi ce chapitre s’achevera sur 1'utilisation des fonctions de Meijer dans 'univers des lois
définies sur IRT et 'unification de notation qu’elle apportent : nous verrons enfin que I'on peut définir
la notion de “lois de Meijer” regroupant sous une appelation unique la quasi totalité des lois usitées
actuellement.

3.1 La loi Gamma et la loi Gamma Inverse

Nous allons dans ce paragraphe analyser une loi incontournable en imagerie cohérente : la loi Gamma.
C’est une généralisation de la loi exponentielle décroissante qui modélise les valeurs en intensité d’une
image de chatoiement pleinement développé. Sa popularité repose sur une propriété assez exceptionnelle :
celle d’additivité, qui sera abordée au paragraphe 3.1.10. Ainsi la somme de deux variables aléatoires
suivant la méme loi Gamma suit une loi Gamma.

La loi Gamma est introduite dans le Cramér [12] par le biais de la loi du x?, définie & partir d'un jeu
de variables indépendantes suivant une loi normale centrée : (&,,n € [1, N]). La variable = vérifiant :

N
r = Z e (3.1)
n=1

est un cas particulier de la loi Gamma (voir la relation 3.3).

1. Les calculs fastidieux des différentes grandeurs utiles (moments, log-cumulants, ...) s’obtiennent sans difficultés ma-
jeures avec ’aide de logiciel de calcul formel. On peut aussi rechercher dans [35] un certain nombre de ces démonstrations.
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Sur cette exemple de la loi Gamma, nous allons appliquer aussi bien les outils des statistiques tradi-
tionnelles que ceux des log-statistiques, et analyser les variantes de cette loi liées a des changement de
variables.

La fiche synthétique de la loi Gamma est donnée page 96.

3.1.1 Analyse par les statistiques traditionnelles

La loi Gamma G [u, L], est une loi & deux parameétres, u qui est 1ié & la valeur moyenne (parametre
d’échelle), et L qui est un parametre de forme. Sa densité de probabilité s’écrit ? :

1 L (Le\""" _L
Glu, L) () = =——— (—) e » L>0 (3.2)
D(L) p \ p
C’est une généralisation de la loi exponentielle décroissante puisque
1 x

Glu Ll =y () = ;efﬁ = &ED[p(x)

c’est & dire la loi du chatoiement pleinement développé rencontrée au chapitre 1 (expression 1.18).
Un cas particulier est la loi du x2 que I’on obtient en posant L = % et u=N:

G {MN,L = %] (z) = %%) <%>ﬂxﬂ e % (3.3)

expression qui définit justement la loi du x? de parametre N (voir [12]).

Lois Gamma, ;=1.00 Lois Gamma, L=3.00

LA — =050

L L
= 0N =

L e

1.4F

1.6p — u=1.00 |]
— §=2.00

o
I

1.2F

1.0+

0.8+

0.6

0.4

0.2

0.0
0

FIGURE 3.1 — Lois Gamma. A gauche : on fixe le parametre d’échelle u et on fait varier le parametre de
forme L. A droite : on fait varier le parametre d’échelle p et on fixe le parametre de forme L.

Sa fonction caractéristique (au sens de Fourier) s’écrit? :

Bg(v) = (%) (3.4

_ gk
1 ifv

qui vérifie bien entendu ®g(r = 0) = 1. Cette relation sera essentielle pour montrer que la loi Gamma
possede la propriété d’additivité (paragraphe 3.1.10).

2. Nous discuterons au chapitre 7 d’une autre paramétrisation.
3. On trouve cette expression en utilisant les tables de transformées de Laplace, [6] par exemple. Attention au signe de
v lié ici & 'utilisation de F+.
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Le moment d’ordre r s’obtient en dérivant r fois '’expression 3.4 et en prenant ensuite le cas v = 0,
ce qui permet d’écrire :

my = WM
— r D(L+r)
my = L' T(L)

la derniere relation (moment d’ordre 7) s’obtenant par une récurrence évidente.
Le cumulant d’ordre r s’obtient en effectuant r fois la dérivation logarithmique de l'expression 3.4 et
en prenant ensuite le cas v = 0, ce qui permet d’écrire en particulier :

I
Ko = M2 = f
On obtient ainsi diverses grandeurs utiles dans 1’étude de la loi Gamma, comme le coefficient de

variation (définition 2.19), ainsi que les coefficients 5 (définition 2.20) et S (définition 2.21) :

-
b= 4 30
Ba = 3+ %

Enfin, pour L tendant vers I'infini, on remarque que :

mia = W
mo = MQ
my = MT

ce qui revient a dire que la loi Gamma tend asymptotiquement vers la loi homothétique (Dirac en u), qui
peut se voir comme une loi normale dégénérée (o = 0) dont le support est réduit & un unique point *.

3.1.2 Analyse par les log-statistiques

A partir de Pexpression analytique de la loi Gamma (relation 3.2), il est aisé d’en déduire la fonction
caractéristique de deuxiéme espece. En effet, les tables de transformées de Mellin ([6], [11],[41],. . .) donnent
la relation :

Me™*](s) = T(s) Re(s)>0
Gréce aux propriétés TM 1 et TM 2 de la transformée de Mellin (voir la table 2.1), on obtient :

s—1 F(L+Si 1)

10 L>0: Re(s)>1-1L (3.7)

dg(s) =
qui vérifie bien entendu ¢g(s =1) =1
Pour des valeurs de s réelles, 'expression 3.7 donne directement les moments d’ordre r = s — 1, non
nécessairement entiers (moments d’ordre fractionnaires) :
P D(L+7)

my = [ m (3.8)

4. Tl n’est en effet pas possible qu’une loi définie sur IRt puisse converger vers une loi définie sur IR, excepté le cas d’une
loi définie seulement en un unique point dans IRt. Cependant il est d’usage de dire que la loi Gamma converge vers une
loi normale, mais cette maniére d’exprimer la réalité est trop imprécise car il faudrait préciser que c’est une loi normale
dégénérée.
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ce qui généralise I’expression traditionnelle 3.5.
Le log-cumulant d’ordre r s’obtient en dérivant logarithmiquement r fois I’expression 3.7 et en prenant
ensuite le cas s = 1, ce qui donne :

f1 = log(p) + ¥(L) — log(L)
o = W(L,L) (3.9)
fp = U(r—1,L) r>2

3.1.3 Loi Gamma et loi Gamma Inverse

Nous avons vu au paragraphe 2.4.3 la définition et les propriétés des lois inverses. Appliqué a la loi
Gamma, on en déduit un formalisme de la loi Gamma Inverse :

M+1
GT [, M] (z) = ﬁ%5ﬁ5<¥%) e” " M>0 (3.10)

Cette expression a la propriété d’avoir le parametre p lié a la moyenne sous la forme % La fiche de la loi
Gamma Inverse est donnée page 98.

La fonction caractéristique de deuxieme espece s’obtient grace a la relation 3.7 et a la propriété 2.47,
ce qui permet d’écrire directement 1’expression :

s—lF(M+ 1- S)

dont on déduit les moments :
mp; = u% . M>1
M
mao = u27(M(—1)(]\)4—2) M > 2
r (M—r
my = B M—T T(M) r< M

De la méme maniere, on obtient les log-cumulants de la loi Gamma Inverse, grace aux relations 3.9
et de la propriété 2.48 :

f1 = log(p) — (¥(L) — log(L))
Fo = U(1,L) (3.12)
Fr = (=1 U(r—1,L) r>2

3.1.4 La loi Gamma Généralisée

Au paragraphe 2.4.5, nous avons vu comment passer de la loi suivie par une variable x a la loi suivie
par la loi Y telle que X =Y.

Appliquer cette approche a la loi Gamma —dont on connait expression de la densité de probabilité,
celle de la fonction caractéristique de deuxieme espece et les expressions des log-cumulants— permet de
définir la loi Gamma Généralisée GG [u, L, n] (avec 'adaptation requise pour le parametre d’échelle p) :

— La propriété 2.55 permet d’écrire la densité de probabilité de la loi Gamma Généralisée :

i nL—1 _(ilw)n
<"x> e \ L>0 (3.13)

o

_ Il L7

— Connaissant ’expression de la fonction caractéristique de deuxiéme espece de la loi Gamma (rela-
tion 3.7), la propriété 2.56 donne la fonction caractéristique de deuxieme espece de la loi Gamma

Généralisée :
F(L+%%)
dgg(s) = p°~ ! ——+ (3.14)
L™ F(L)
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dont on déduit les moments :

77>00uL>—%

e n>0oulL>-2 (3.15)

me = F(TL-i-i) r> —nL s% n>0
L7 T(L) r<-nL si n<0

— Enfin la propriété 2.57 permet d’écrire directement les log-cumulants de la loi Gamma Généralisée
connaissant ceux de la loi Gamma (relation 3.9) :

1 o= logp + v(L) *7710g(L)
Rp = T (3.16)
~ _ Y(r—1,L)
Ky EEsTr—
n

On peut remarquer que le cas n = 1 redonne bien évidemment les relations spécifiques a la loi Gamma

et que le cas n = —1 redonne bien évidemment les relations spécifiques a la loi Gamma Inverse.
La fiche de la loi Gamma Généralisée est donnée page 136.

3.1.5 Passage en amplitude : la loi de Nakagami

A partir de la loi Gamma Généralisée et en posant 7 = 2 dans l’expression de la loi de probabilité
(équation 3.13), on obtient la loi de Nakagami :

RN [, L] (z) = 2£<@> o ()

pT(@) \ ’

le cas L = 1 correspondant a la loi de Rayleigh que suit le chatoiement pleinement développé. Sa fonction
caractéristique de deuxieme espece se déduit de la relation 3.14 :

s—1 r (L + Sgl)

L= T(L)
d’ou 'on déduit les moments :
m o I'(L+1)
1= BT
mo = ,u2
» T(L+3) _
my = W s (L) r>—-2L

Enfin les log-cumulants s’obtiennent directement de la relation 3.16

Fio= logu + 3 (¥(L) — log(L))
R 1w, L)

4
Rp =U(r—1,L)

La fiche de la loi de Nakagami est donnée page 150 et celle de la loi de Nakagami Inverse, page 152.

3.1.6 Loi Gamma et loi Gamma Inverse dans le diagramme 3; — (3,

Pearson [24] a défini un systeme de lois, appelé systeme de Pearson, et, grace a l'utilisation des
coefficients 1 (asymétrie, relation 2.20) et (2 (aplatissement, relation 2.21), il les a caractérisées dans
un diagramme, appelé “diagramme (37 — (85”7, dans lequel chaque classe de densité de probabilité peut

95



étre représentée, soit par un unique point (c’est le cas de la loi normale), soit par une courbe (c’est
généralement le cas des lois & deux parametres comme la loi Gamma), soit par une région délimitée
par deux courbes (c’est généralement le cas des lois & trois parametres comme la loi de Fisher). Cette
représentation place le coefficient 57 en abscisse et le coefficient 82 en ordonnée (en retournant ’axe qui
pointe vers le bas pour les grandes valeurs de (2).

Dans ce diagramme, toutes les lois normales occupent la position (0,3). Notons que I'on démontre
qu’aucune loi ne se positionne au dessus d’une droite d’origine (0,1) et de pente % (on parle de zone
interdite).

Puisque, dans le cas de la loi Gamma, nous avons vu que (relations 3.6)

b =

B = + -

on en déduit que, dans le diagramme (31 — 32, les lois Gamma sont représentées par la droite d’origine
(0,3) —c’est & dire le point correspondant & toutes les lois normales °— et de pente % Notons que pour L
tendant vers U'infini, on note que les lois Gamma se localisent en (0,3), position de toutes les lois normales :
nous avons vu en effet que la loi Gamma tend asymtotiquement vers la loi homothétique, qui est une loi
normale dégénérée (o = 0).

De méme pour la loi Gamma Inverse, il est facile de montrer que :

L—-2

o= W 5e
L (L+5)(L-2)
= ST

ce qui montre que la loi Gamma Inverse est représentée par un morceau de parabole d’origine (0,3) (la
pente & D'origine est 12).

Il faut noter que seules les lois Gamma Inverse telles que L > 4 sont représentables dans ce diagramme,
ce qui illustre le fait que ce diagramme n’est pas adapté pour 1’étude des lois a queue lourde.

La zone entre les courbes spécifiques a la loi Gamma et a la loi Gamma Inverse correspond aux lois
de Fisher.

3.1.7 Loi Gamma et loi Gamma Inverse dans le diagramme ky; — k3

Puisque les diagrammes faisant intervenir des moments jusqu’a l'ordre 4 permettent une classification
des densités de probabilité, il était tentant de mener une démarche identique dans le monde des log-
statistiques. En choisissant les log-cumulants d’ordre 2 et 3, on se dote ainsi d’une nouvelle représentation
des densités de probabilités dans laquelle on peut tirer partie de la propriété d’additivité des log-cumulants
lorsque les lois operent de maniere multiplicative (c’est & dire par convolution de Mellin).

L’origine du diagramme correspond a la loi homothétique, c’est a dire la loi faisant correspondre a la
valeur = une nouvelle valeur ax (ce qui représente un simple gain).

Puisque les log-cumulants d’ordre 2 sont positifs ou nuls, on va définir le diagramme Ko — K3 comme
le demi plan k2 > 0 avec en abscisse le log-cumulant d’ordre 3 et en ordonnée le log-cumulant d’ordre 2.

Dans ce diagramme, la loi Gamma est représentée par une branche “a4 gauche” (valeurs négatives du
log-cumulant d’ordre 3) puisque l'on a (relations 3.9) :

Fo = U(,L) >0
Fs = U(2,L) <0

Le fait que le log-cumulant d’ordre 3 soit négatif reflete un caractere “téte lourde” de cette loi, tres
marqué pour L €]0, 1] puisque dans ces cas le mode est & l'origine.

5. et donc en particulier la loi normale dégénérée o — 0 qui est la loi homothétique.
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FIGURE 3.2 — Lois Gamma (branche supérieure) et Gamma Inverse (branche inférieure) dans le diagramme
B1 — P2. La courbe en pointillé représente la limite supérieure des lois dans ce diagramme (au dessus, la
zone est dite interdite). Pour des valeurs de L grandes, lois Gamma et Gamma Inverse convergent vers
le point (0,3), c’est & dire vers une loi normale. Les lois Gamma (L = 0.8) et Gamma Inverse (M = 7.2)
marquent les extrémités des représentations des deux branches en leur bord droit.

La loi Gamma Inverse est représentée par une branche “a droite” (valeurs positives du log-cumulant
d’ordre 3) puisque l'on a :
Re = Y(1,L) >0
{ ks = —=-P(2,L) >0

Le fait que le log-cumulant d’ordre 3 soit positif reflete un caractere “queue lourde” de cette loi d’autant
plus marquée que M est petit (rappelons que cette loi ne posséde que ses moments d’ordre r < M).
Comme dans le cas du diagramme [3; — 2, la zone entre les courbes spécifiques a la loi Gamma et a
la loi Gamma Inverse correspond aux lois de Fisher.
Soulignons enfin que tout point du demi espace ko > 0 est censé représenter une lois de probabilité
(existence), mais que la loi représentée par ce point de ce demi-espace n’est pas unique.

3.1.8 Estimation des parametres de la loi Gamma

Deux méthodes peuvent étre appliquées a l'estimation des parametres de la loi Gamma :
— En inversant le systéme des deux premiers moments (relation 3.5) :

miq = W
o L+1
my = P
on obtient analytiquement les valeurs de p et L :
po= m
_ _m
o mo — m%

— En inversant le systéme des deux premiers log-cumulants (relation 3.9) :

f1 = log(p) + ¥(L) — log(L)
Fo = W(L,L)
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FIGURE 3.3 — Lois Gamma (courbe & gauche) et Gamma Inverse (courbe & droite) dans le diagramme
Ko — R3. La courbe en pointillé représente la loi log-normale. Pour des valeurs de L grandes, lois Gamma
et Gamma Inverse convergent vers l'origine, c’est a dire la loi homothétique. Les lois Gamma (L = 1.0) et
Gamma Inverse (M = 1.0) marquent les extrémités des représentations des deux branches en leur bord
supérieur.

et en notant ¥~1(1, z) la fonction inverse de ¥(1,x), on a :
L = U1 (1,/k)

d’otli, connaissant L :

uo= efil — W(L) + log(L)
La mise en ceuvre de cette méthode requiert la connaissance de la fonction W~1(1,x), dont les
propriétés sont trés simples (puisque les fonctions Polygamma sont strictement monotones) mais
qui n’a pas d’existence théorique. Cependant, des approximations numériques sont tres aisées a
définir [40].

3.1.9 Loi Gamma et convolution de Mellin

L’expression de la seconde fonction caractéristique de la loi Gamma montre que sa dépendance en la
variable s se fait en particulier par le biais d’une fonction Gamma :

dg(s) o« I(L+s—1)

De méme pour l'expression de la seconde fonction caractéristique de la loi Gamma Inverse qui donne la
relation :

dgz(s) x T'(M+1-2s)

En généralisant la notion de Compound Speckle & la combinaison multiplicative de P lois Gamma de
parametres Ly, p € [1, P] et de @Q lois Gamma Inverse de parametres My, ¢ € [1, Q], la propriété de produit
des fonctions caractéristiques de deuxieme espece mene a une fonction caractéristique de deuxiéme espéce

de la forme :
Q

[[r@,+s-1) J]r(M;+1-5)

p=1 g=1
Les tables de transformées de Mellin Inverse permettent alors de traiter sans autre calcul que ceux
liés aux propriétés de la transformée de Mellin quelques cas particuliers de lois & 3 ou 4 variables (c’est
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a dire les cas P < 2 et Q@ < 2) pour lesquels on a en général la forme analytique de la transformée de
Mellin inverse.

On a ainsi pour les lois & 3 parametres (P + Q = 2) les cas suivants :

— P=2et Q =0. La forme de la fonction caractéristique de deuxieéme espece s’exprime comme :

x '(L+s—1)T(M+s-1)

On obtient alors la loi K déja rencontrée dans le Compound Speckle de Goodman, ce qui permet

d’écrire
Glm L) %G p=1,M] = Klu,L, M]
1 2LM (LMaz\ = LMz\?
= ( .’L') Ky_r 2( :C) L>0,M>0
LL)I(M)  p 1 I

La fiche de la loi IC est donnée page 102.
— P =0 et Q = 2. La forme de la fonction caractéristique de deuxieéme espece s’exprime comme :

x 'L+1—s)T(M+1-35)

On obtient alors la loi I Inverse :

GZ[u, L] xGZ[p=1,M] = KZIu,L,M]
M+L g 1
B 1 2 (LMup\ 2 " LMp\?2
- ookt () R (22) ] oo

La fiche de la loi KZ est donnée page 104.
— P=1et @ = 1. La forme de la fonction caractéristique de deuxieme espece s’exprime comme :

x 'L+s—1)T(s+1—-M)
On obtient la loi de Fisher, ce qui permet d’écrire :

g[MaL];gI[M:LM] = ]:[:U”LvM]

L T(L+M) (—Lm)L_l
Mp
- = L>0,M>0 3.17
MpuT(L)T(M) (1+ Lz)L+M (3:17)
My

La fiche de la loi de Fisher est donnée page 106.

On la connait aussi sous le nom de “loi Pearson VI” ainsi que “loi Beta Prime”. Le cas particulier
L =M =1/2 est la loi de Hotelling.

Notons qu’elle est introduite dans le Cramér [12] & partir de deux jeux de variables indépendantes
suivant une loi normale centrée : (&;,¢ € [1,L]) et (n;,j € [1, M]). La variable z vérifiant :

L
> &
7
=1
=
>0
j=1

(3.18)

permet la définition de la loi de Fisher (Cramér parle plus précisément de “loi Z de Fisher”).
L’étude de ce cas (P + @Q = 2) peut se résumer dans le tableau 3.1 (gauche).

De méme on a pour les lois & 4 parametres (P 4+ @ = 3) les cas suivants :
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— * g gzr
A
; e g]_- K | Qsxc | Qu
oI [ F KT KZ | Quz | 9skz
F | Qu Quz

TABLE 3.1 — Résultats de convolutions de Mellin entre loi Gamma et loi Gamma Inverse. On rappelle
que la convolution de Mellin est commutative, ce qui simplifie d’autant ces tableaux.

— P=2et @ = 1. La forme de la fonction caractéristique de deuxieme espece s’exprime comme :

x '(L+s—1)T(M+s—1)T'(s+1—N)
On obtient la loi U (proposée par Delignon, [13]) :
Gl L] xGu=1,M] *GZ[n=1,N]

- QU[M;LaMaN]
L+M-—-3 L LM
LM T(L+N)T(M+N) LMz 2 SN z
N T T(N)I(L) ( Nu ) e Wissopoon 1om ( Nu )

W étant la fonction de Whittaker (voir annexe A.3.3). Notons que Delignon utilise un formalisme
fondé sur la fonction U (la fonction ¥ de Tricomi, voir 'annexe A.3.1) et a donc utilisé cette lettre U
pour désigner cette classe de loi dans son systéme KUBW 6. Dans ce document, pour éviter d’utiliser
trop de notations ésotériques, nous avons ramené la loi U sous forme de fonction de Whittaker gréace
a lidentité A.33 de 'annexe A.3.3 dédiée aux fonctions de Whittaker .

La fiche de la loi U est donnée page 118.

Remarquons que la loi U peut se décomposer de deux autres maniéres (voir le tableau 3.1), ce qui
donne au final :

Qu lp, L, M,N] = Gu, L] *G[u=1,M] *GZ[u=1,N]
= Fluw L N *Glp=1,M]
= Flu,M,Nl*Gp=11]
= K[uL,M]*GT[u=1,N]
P =1 et Q =2. La forme de la fonction caractéristique de deuxiéme espece s’exprime comme :
x N(L+1-s)T(M+1-5)T(N+s—1)
On obtient la loi U inverse :

GZ [, L] *GZ[n=1,M] *G[u=1,N]
= QZ/II[,U'vaMvN]

LtM=3 o s
_ N TIL+N)T(M+N) (LMp 2 = LMp
LMp T(M)T(N) (L) Nz e Wizropoan 1om | 73

W étant la fonction de Whittaker (voir annexe A.3.3).
La fiche de la loi U Inverse est donnée page 120.
Remarquons que la loi U Inverse peut se décomposer de deux autres maniéres (voir le tableau 3.1),
ce qui donne au final :
Quzlu, L, M,N] = GT|u, L] *GZ[p=1,M]*Glu=1,N]
= KZ[u,L,M]*G[p=1,N]
= FluN, L] *GZ[p=1,M]
= Flu,N,M] *GZ[n=11]

6. K pour la loi K, B pour la loi Beta, U pour cette combinaison et W pour une construction fondée sur la loi Beta
(paragraphe 3.2.6)

7. On aurait pu aussi tout passer dans un formalisme ne faisant intervenir que des fonctions hypergéométriques grace
a la relation A.34 qui permet d’écrire une fonction de Whittaker comme une fonction hypergéométrique, mais cela faisait
perdre le lien avec ’appelation “W” de Delignon.
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— P =3et Q =0. La forme de la fonction caractéristique de deuxieéme espece s’exprime comme :
x T'L+s—1DT(M+s—1)T(N+s—1)

On obtient la loi baptisée dans ce document “Super-K”, qui n’a pas de forme analytique (hormis
sour forme de fonction de Meijer) :

La fiche de la loi “Super-K” est donnée page 114
— P =0 et Q = 3. La forme de la fonction caractéristique de deuxieéme espece s’exprime comme :

x T(L+1—8)T(M+1—5)T(N+1—5)

On obtient la loi baptisée dans ce document “Super-K” Inverse, qui n’a pas de forme analytique
(hormis sour forme de fonction de Meijer) :

La fiche de la loi “Super-K” Inverse est donnée page 116
L’étude de ce cas (P 4+ @ = 3) peut se résumer dans le tableau 3.1 (droit).

3.1.10 La loi Gamma et sa propriété d’additivité

La loi Gamma G [u, L] joue un role prédominant en traitement d’images cohérentes car elle possede
une propriété tres particuliere puisqu’elle vérifie le théoreme d’addition et possede donc la propriété d’ad-
ditivité.

Nous avons vu que sa fonction caractéristique (au sens de Fourier) s’écrit (en adaptant la relation 3.4
pour spécifier les parametres p et L) :

@, 1) () = (%)

_ ok
1 ifv

Si nous voulons établir la fonction caractéristique correspondant a la moyenne arithmétique de N
variables aléatoires suivant cette loi Gamma, il faut :
— prendre N lois Gamma G [JJ%, L}, dont les fonctions caractéristiques s’écrivent :

o[ = (=)

le choix p/N impliquant que espérance du résultat de I'opération moyenne ait la méme valeur que
I’espérance de la loi initiale.
— prendre le produit de IV de ces fonctions caractéristiques :

0|(—) ] - ()

On reconnait la fonction caractéristique de la loi Gamma G[u, LN]. Donc la loi suivie par la somme de
N variables aléatoires suivant une méme loi Gamma est aussi une loi Gamma, ce qui démontre que la loi
Gamma suit le théoréme d’addition ®.

On peut noter que le cas particulier L = 1 permet de démontrer qu’une variable aléatoire suivant
la loi Gamma G [u, N] avec N entier est en fait la moyenne de N variables aléatoires suivant une loi
exponentielle décroissante de parametre pu.

Cette propriété ne peut s’étendre a une puissance de la variable . Par exemple, si une grandeur suit
une loi de Nakagami (variable en amplitude : le carré de cette variable, c’est & dire I'intensité, suit alors
une loi Gamma), il est bien connu que la somme de N variables ne suivra pas une loi de Nakagami.

8. Propriété assez rare que la loi Gamma partage avec la loi binomiale, la loi de Poisson et la loi normale [12].
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3.2 La loi Beta

C’est une loi & trois parametres (un parametre d’échelle, p, et deux parametres de forme L et M).
Peut étre que la propriété essentielle de la loi Beta, et qui fait au passage son succes, est le fait qu’elle

est définie sur un support borné de IR™ :[0, %} Notons que les usages de cette loi sont effectivement

tres variés (en particulier son utilisation en gestion de projet avec le trés célebre diagramme PERT ©
On la connait aussi sous le nom de “loi Pearson I”.
Elle est introduite dans le Cramér [12] & partir de deux jeux de variables indépendantes suivant une
loi normale centrée : (&;,i € [1,L]) et (n;,j € [1, M]). La variable x vérifiant :

L 2
i=1 &3
T=—7 22: ] 5 (3.19)
Yo &+ Zj:l ;

permet la définition de la loi Beta.
La fiche synthétique de la loi Beta est donnée page 108.

3.2.1 Définition et propriétés

L’expression de la loi Beta est donnée par :

Blu, L, M| (z) = MLM F(L)l;((%)_ ) <A7M>L1 (1 - £>ML1 € {0; %] L <M (3.20)

Lois Beta
— p=1.0L=1.3 M=4.3
— p=15L=1.5M=3.2 ]
— p=2.11L=2.8M=4.3

0.6

0.5}

0.4

0.3

0.2}

0.1

0.0
0

FIGURE 3.4 — Lois Beta monomodes (vérifiant les conditions L > 1 et M > 2). La position du mode
dépend des deux parametres de forme L et M.

Les tables de transformée de Mellin permettent d’exprimer sans probleme sa fonction caractéristique
de deuxieme espece puisque 'on trouve ([6]) :

_ T'(s)
1— ) 1} = T) — 1
./\/l[( x) (s) (V)I‘(s—l—u) 0<z<
ce qui permet d’obtenir la relation suivante :

o D(L+s—1) M1T(M)
Ls=TT(L) T(M+s—1)

¢8(s) = (3.21)

9. Program Evaluation and Review Technique, méthode conventionnelle utilisable en gestion de projet, ordonnancement
et planification , ainsi qu’en génétique.
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Lois Beta 0.75 Loi Beta, 1=1.00 L=0.90 M=1.80

2.0+

— p=1.0L=0.70 M=2.50
— p=2.21=1.15M=1.90

1.5

1.0f

0.5F

0.0
0

FIGURE 3.5 — Lois Beta. A gauche : deux exemples des cas particuliers {L < 1, M > 2} (le mode est en 0)
et {L > 1, M < 2} (le mode est en MLH) A droite : un exemple de loi Beta bimode (vérifiant la condition
L<letM<2).

ainsi que l’expression des moments (au sens traditionnels) :

m = K
my = p? % ﬁ ( (3.22)
r D(L+r) M"T(M
My K T F(MJrr)) r> =L
Les log-cumulants s’écrivent :
k1 = logp + (¥(L) — logL) — (U(M) — logM)
Re = W(L,L) — U(1,M) (3.23)
Re = W(r—1,L) — U(r—1,M)

ce qui permet de montrer que le cas limite de la loi Beta pour M — oo est la loi Gamma G [u, L].
L’étude du mode de la loi Beta montre plusieurs cas possibles :

LDM <« L<M M>2

L (V2]
My I<L<M M<2 e [0, Mm
0 L<1 M > 2 L

bimode L<l,L<M M<2
ces différents cas sont illustrés figures 3.4 (cas monomode) et 3.5 (cas bimode : la loi a une forme de U).
La fiche de la loi est donnée page 108.

Il n’est pas possible de définir la loi Beta par convolution de Mellin de loi Gamma et de loi Gamma
Inverse. En revanche, on peut écrire une relation fondamentale permettant de définir la loi Beta 10 :

GluL] = BluL,M](x)*G[u=1,M] (3.24)
Notons pour finir que cette loi a un comportement tres particulier pour M = L + 1 puisque 'on a
alors : L
L? Lz - (L+ 1)/1}
Blp, L, L+1 = € |0; ———
==l (= ) MR i

On trouve ainsi comme cas particulier :

10. sans garantir 'unicité des fonctions isues de cette expression
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— la fonction créneau, c’est a dire la loi uniforme pour L =1et M =2
— la fonction polynome de degré 1 pour L =2et M =3
— la fonction polynome de degré n pour L=n+1et M =n+2

3.2.2 La loi Beta Inverse

Bien que pratiquement inusitée (et trés curieusement ignorée des grands ouvrages classiques, comme
[12, 46]), la loi Beta Inverse se déduit directement de I'expression de la loi Beta et de la définition et des
propriétés des lois inverses (paragraphe 2.4.3). On a :

M T(M) (%_ )M o Lu
LuT(L)T(M - L) (%)M T e [ﬁ;oo[ L<M

BI[p, L, M](z) =

Sa fonction caractéristique de deuxieme espece se déduit de celle de la loi Beta (relation 3.21), ce qui
permet d’écrire

w1 D(L+1—3s) MY“*T(M)

L'=sT(L) T(M+1-ys)

bpz(s) = p (3.25)

d’oli on déduit les log-cumulants :

Rio= logu — (W(L) — log(L) + (¥(M) — log(M))
o U(1,L) — U(1, M) (3.26)
v 2 Ol oD - e -10)

L’étude du mode de la loi Beta Inverse montre deux cas de figure possibles :

Zp st M>L41

Lp si LEM<L+1
La fiche de la loi est donnée page 110.

Comme pour la loi Beta, il n’est pas possible de définir la loi Beta Inverse par convolution de Mellin
de loi Gamma et de loi Gamma Inverse. En revanche, on peut écrire une relation fondamentale :

GT[u,L] = BI[p,L,M]|(x)*GT[u=1,M] (3.27)

3.2.3 Loi Beta et loi Beta Inverse dans le diagramme 3; — (3,
Les coeflicients (1-82 de la loi Beta s’écrivent (avec rappelons le L < M) :
4(2L — M) (M +1)
L(M—1L) (M +2)
(LPM —6L* — M?L +6LM — 2M?) (M + 1)
L(M—L)(M+2) (M+3)

pr =

Ba =

Meéme si ces relations sont complexes, on montre sans probleme que la loi Beta se situe dans le diagramme
B1-P2 au dessus de la branche de la loi Gamma, et sous la droite d’origine S2=1 et de pente 1 au dessus
de laquelle il n’existe aucune loi de probabilité.

Pour M > L et L > 4, les coefficients 81-8> de la loi Beta Inverse s’écrivent :

4(L-2M+1)2(L-2)
(M — L) (M —1) (L - 3)?
(L2M —3L* — L +6LM — M?L —5M> — 2+ 5M) (L —2)

pr = -3 L) (M D) (L _3) (L _4)

pr =

On voit que la loi Beta Inverse se situe donc dans le diagramme [1-f2 dans la région située entre la loi
Gamma et la loi Gamma inverse, c’est a dire dans une zone partagée avec la loi de Fisher.
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FI1GURE 3.6 — Lois Beta et Beta Inverse dans le diagramme 3; — (5. Les lois Beta Inverse sont localisées
entre les courbes des lois Gamma et Gamma inverse. Il faut bien noter que les lois Beta Inverse BZ [u, L, M|
ne sont représentables dans ce diagremme si et seulement si L > 4.

3.2.4 Loi Beta et loi Beta Inverse dans le diagramme ry; — /3

A partir de 'expression 3.23, on peut écrire :

Re = U(1,L) — ¥(1,M) >0
ks = U(2,L) — ¥(2,M) <0
ce qui montre que les lois Beta sont dans la partie gauche du diagramme ko — k3, entre ’axe des abscisses

et la branche de la loi Gamma.
De méme, a 'expression 3.26, on peut écrire :

iy

ce qui montre que les lois Beta Inverse sont dans la partie droite du diagramme ko — K3, entre 'axe des

abscisses et la branche de la loi Gamma Inverse.

3.2.5 Estimation des parametres de la loi Beta

Deux méthodes peuvent étre appliquées a l’estimation des parametres de la loi Beta :
— En inversant le systéme des trois premiers moments (relation 3.22) :

mq = W

my = prlE (3.28)
3 (L+1)(L+2) M?

ms3 H L2 (M+1)(M+2)

Ce systeme a une solution analytique. En posant :

R, = LM _ LH+DM
o mi ma L(M—l—l)

1 ms (L+2)M

R = e = L+2)
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1.5

o L0}
e
03f Lois Beta Lois Beta Inverse |
0.0l
-3 -2 -1 0 1 2 3
’%3

FIGURE 3.7 — Lois Beta (& gauche) et Beta Inverse (courbe a droite) dans le diagramme &g — R3.

on a directement les trois parametres (moyennant les conditions d’usage sur la non nullité des

dénominateurs) :
po= m
_ 2(R1 — Ry)
—Ri + 2Ry — R1Rs
L 2B — Ry
2R; — Ry — 1

— En inversant le systéme des trois premiers log-cumulants (relation 3.23) :

k1 = logu + (Y(L) — logL) — (¥(M) — logM)
Fo = W(1,L) — U(1,M) (3.29)
Fs = W(2,L) — U(2,M)

Ce systeme est malheureusement implicite. On peut cependant noter que le parametre p (parametre
d’échelle) n’intervient que dans I'expression du premier log-cumulant, et que, traités ensemble, les second
et troisieme log-cumulants ne dépendent que des deux parametres de forme L et M.

Pour résoudre numériquement ce systéme, on se restreint tout d’abord aux deux relations impliquant
Ro et k3. Une méthode tres simple (inspirée de celle utilisée pour I'estimation des parametres de la loi de
Fisher [34]) requiert les étapes suivantes :

— connaissant la valeur du log-cumulant &9, initialiser la valeur L telle que :

U(1,Lo) = &2
— vérifier que l'on traite bien une loi Beta. Pour cela on vérifie que la valeur Lg est telle que :
W(2,Lo) > ks

Si ce n’est pas le cas, on arréte ’algorithme.
— & choisir un pas incrémental positif pour les valeurs de L : AL et & calculer

Ly =Ly— AL
— aeffectuer itérativement les étapes suivantes jusqu’a convergence (ou arrét de Palgorithme sur test) :
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— calculer (2, L;) — (2, M;) et vérifier :
(2, L) —¥(2,M;) > Fs

Si ce test n’est pas vérifié, on arréte Ialgorithme.
— incrémenter L; : ce qui donne L;1 = L; — AL (avec un test pour que L; ne soit pas trop petit)
— calculer Mi+1 vérifiant \I/(l, MiJrl) = \I/(l, Li+1) — I~€2
Sur ce schéma tres simplifié (illustré figure 3.8), on appliquera bien évidemment des raffinements classiques
(pas variable, dichotomie, . ..) !! permettant une convergence plus rapide et efficace (il faut noter que, de
toutes fagons, cet algorithme est tres rapide).

2.5} :
7
= I
: GI(1,0.85).
2.0} : . :
: ,
z 7
E 7
- /7
1.04 ’
1.5+ : L7 |
= s
o H /
e :E=1.24
1ol tape 1: L=1.44 ]
R nitidlisation: L=1.64
B(1.00,0.85,1.20¥. \ :
0.5 TR =) |
’ I 5
“I -
3
|‘s
00 I I | I I
-4 -2 0 2 4
k3

FIGURE 3.8 — Etapes de la méthode d’estimation des parametres de la loi B[y = 1., L = 0.85, M = 1.2].
L’initialisation s’effectue en recherchant la loi Gamma ayant la méme valeur de log-cumulant d’ordre 2 :
on trouve L = 1.64. Ensuite, on effectue les étapes décrites en diminuant la valeur de L de 0.2 (0.1 &
Pétape 4). On se rapproche ainsi de la valeur théorique d’autant mieux que le pas AL est petit.

Une fois déterminées L et M, les estimées de L et M, le premier log-cumulant permet de déduire f,
Iestimée de u, par la relation :

log/i = ki — (W(i) — log (i)) + (M) — log (M)

3.2.6 Loi Beta, loi Beta Inverse et convolution de Mellin

L’expression de la seconde fonction caractéristique de la loi Beta montre que sa dépendance selon la
variable s se fait en particulier par le biais d’un ratio de fonctions Gamma :

(L+s—1)

¢B(s) T +s—1)

11. de plus, on connait les expressions analytiques des dérivées des fonctions & optimiser : on peut donc utiliser un
algorithme de descente de gradient.
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De méme pour l'expression de la seconde fonction caractéristique de la loi Beta Inverse qui donne la

relation :
I'L+1-5)

s il S
Comme pour la loi Gamma (paragraphe 3.1.9), on peut imaginer construire des lois en combinant
par convolution de Mellin des lois Beta ou Beta Inverse avec des lois Gamma ou Gamma Inverse. En se

restreignant & des lois & quatre parameétres (un d’échelle et trois de forme), on obtient :
— G lu, M] % B, L, N], qui est La loi W (proposée par Delignon, [13]), notée Qyy [u, L, M, N] :

Glp, M] % Bp, L, N]
= QW [IU/aL7M7 N] s

_ LM _ T(N) LMz 2 — LMz LMz
= N_M T(L) T(M) N—H (§] H W1+L+§/I—2N7L—21v[ Nu

W étant la fonction de Whittaker (voir annexe A.3.3). Sa fonction caractéristique de deuxieme
espece s’exprime sous la forme :

P(L+s—1)I'(M+s—1)
INN+s-1)
La fiche de la loi W est donnée page 122.
- GT [, M] * BT [, L, N] qui est la loi W Inverse
GT [, M] % BZ [, L, N]
= Qwz[p, L, M, N]
L+1V173+2

N '(N) LMy 2 —LMp LMp
= IMp T T \ Nz e 2N Witrey-an 1om | 7,

W étant la fonction de Whittaker (voir annexe A.3.3). Sa fonction caractéristique de deuxieme
espece s’exprime sous la forme :
NL+1-s)I'(M+1-5s)
'(N+1-5)
La fiche de la loi W Inverse est donnée page 124.
— GT [p, M] % B[u, L, N] qui est la loi Y '2
GZ[p, M] *B[u, L, N]
= Qylu, L, M,N]

-M-1
_ _L (N)  I(M+L) Lz . . _MNu
— MNp T(M)T(L) T(M+N) (JVINH) 111 (MJFL,MJFN,* Tz )

1Fy étant la fonction hypergéométrique confluente (voir A.3.1). Sa fonction caractéristique de
deuxieme espece s’exprime sous la forme :
P(L+s—1)I(M+1-—ys)
I'(N+s—1)

La fiche de la loi Y est donnée page 126.
- Glu, M| *BI|p, L, N] qui est la loi Y Inverse
G lp, M] *BZ[u, L, N]
= Qurz[p, L, M, N]

M-1
MN T(N) T(M+L) { MNz '  MNs
m F(M()F(L) T(M+N) ( I ) 1F1 (M+L7M+N,— T )

1F1 étant la fonction hypergéométrique confluente (voir A.3.1). Sa fonction caractéristique de
deuxieme espeéce s’exprime sous la forme :
M(L+1-s)I(M+s—1)
I'(N+1-5)
La fiche de la loi Y Inverse est donnée page 128.
Tous ces cas sont résumés tableau 3.2.

12. ainsi baptisée pour faire suite aux lois U et W de Delignon.
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* g gz
B | Qw | Qy
BI | Qyz | Qwz

TABLE 3.2 — Résultats de convolutions de Mellin entre loi Gamma, loi Gamma Inverse, loi Beta et loi Beta
Inverse. On rappelle que la convolution de Mellin est commutative, ce qui simplifie d’autant ce tableau.

3.3 Passage en échelle logarithmique

3.3.1 Loi Gamma et loi de Fisher-Tipett

Soit une variable aléatoire X définie sur IR*, de densité de probabilité px (). En passant en échelle
logarithmique (y = logz), on définit une variable aléatoire Y définie sur IR, de densité de probabilité
py (y). On sait alors que :

py(y) = e’px(e¥) (3.30)

Si la variable aléatoire X définie sur IR suivt une loi Gamma G [, L]
1 L (La\""" L
GIn @) = e () %

alors la variable aléatoire Y définie comme le logarithme de la variable aléatoire X suit une loi sur IR
appelée loi de Fisher-Tipett et qui s’écrit :

LL y—m
FTm,L(y) = F(L)eL(y_m) e ke (3.31)

Le parametre m de la loi de Fisher Tipett vérifie m = log u, c’est a dire p = ™.

Lois Gamma, x=1.00 Lois Fisher-Tipett, m= log(n) = 0.00

0.9

— L=1.0 | — L=1.0
0.8 — L=2.01
— L=5.0

0.7}

0.6

0.5}

0.4}

0.3F

0.2

0.1-

0.0

FIGURE 3.9 — A gauche : Trois exemples de lois Gamma. On remarque que la loi est d’autant mieux
localisée autour de la valeur p que L est grand. A droite : trois exemples de lois de Fisher-Tipett, avec
les mémes parametres que les lois Gamma a gauche. Comme pour la loi Gamma, on remarque que la loi
est d’autant mieux localisée autour de la valeur m = log u que L est grand.

D’apres les liens entre transformée de Mellin et transformée de Fourier, on sait que pour deux fonctions
f(z) définie sur R et g(y) définies sur IR telles que

glogz) = f(x)
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la transformée de Fourier de g(y) s’écrit en fonction de la transformée de Mellin de f(x) (relation 2.8) :

Flglw) = MIf1(s)]=—iv

Connaissant la relation 3.30 ainsi que la propriété TM2 de la transformée de Mellin, et sachant que
@g(s), la fonction caractéristique de deuxiéme espéce de la variable aléatoire X suivant la loi Gamma,
s’écrit : I 0
; + 5 —

_ s—1
¢g(8) = K LS,1 F(L)

cette derniére relation permet d’écrire ® 7 (v), la fonction caractéristique de la variable aléatoire YV
suivant la loi de Fisher-Tipett :

Prr(v) = ¢6(8)lsm1 i
m L(L 4 iv
= " 7( ) (3.32)
L T(L)

Si l'on se place dans le domaine des statistiques conventionnelles, cette expression permet de calculer
les moments de la loi de Fisher Tipett (par dérivation de la fonction caractéristique, relation 2.15), ce
qui donne pour les trois premiers les relations suivantes, assez lourdes et inextricables en apparence pour
les moments supérieurs a 2 :

mi = m+ ¥(L) — logL

my = m?+2mV (L) —2mln(L)+ U (1,L)+ (¥ (L))> -2 (L)In (L) 4 (In (L))*

ms = (U(L)* - (In(L)* +m>+ U (2,L) + 3m>¥ (L) — 3m>In (L) +3mW¥ (1, L) + 3m (¥ (L))*
+3W (1,L) ¥ (L) —6m¥ (L)In(L) —3¥ (1, L) In (L) — 3 (¥ (L))*In (L)

+3m (In(L))* + 3 (L) (In (L))

On en déduit les trois premiers moments centrés (relation 2.17) —qui sont aussi les trois premiers cumulants
(relation 2.23)—, ce qui donne des relations simplissimes :

k1 = m + U(L) — logL
Ry = \I/(l,L)
ks = U(2,L)

c’est a dire, puisque m = log u, les expressions des log-cumulants de la loi Gamma. On observe sur cet
exemple une relation beaucoup plus générale (et facile & démontrer) : par passage en échelle logarithmique,
les cumulants de la nouvelle loi (définie sur IR) sont les log-cumulants de la loi d’origine (définie sur IR™).

3.3.2 Loi Gamma Inverse et loi de Fisher-Tipett Opposée
La méme démarche peut s’effectuer en partant de la loi Gamma Inverse :
1 1 MM M+1 Mp
T [, M = — —— | — B
T M© = o () ©

il en résulte la loi de Fisher Tipett “opposée” (le terme inverse étant associée & un passage de la variable
x & 1/x alors qu’ici on passe de la variable y & —y) :

LL _ _Le™—Y
FTO[m, Ll(y) = —F(L)eL(m v oL

avec m = log u.
Par un raisonnement analogue a celui du précédent paragraphe, il est facile d’en déduire directement
les cumulants de la loi de Fisher Tipett “opposée” connaissant les log-cumulants de la loi Gamma Inverse :

k1 = m — U(L) + logL
ke = U(1,L)
R3 = _\11(25L)
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Lois Gamma Inverse, ;=1.00 09

1.0+ — L=1.0f4

Lois Fisher-Tipett Opposée, m= log(u) = 0.00

0.8

0.7}

0.6

0.5}
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0.3F

0.2

0.1-

— L=1.0
— L=2.01
— L=5.0

0.0

F1GURE 3.10 — A gauche : Trois exemples de lois Gamma Inverse. On remarque que la loi est d’autant
mieux localisée autour de la valeur 1 que L est grand. A droite : trois exemples de lois de Fisher-Tipett
“Opposée”, avec les mémes parametres que les lois Gamma Inverse a gauche. Comme pour la loi Gamma,
on remarque que la loi est d’autant mieux localisée autour de la valeur m = log i que L est grand.

3.3.3 Loi de Fisher et loi Z de Fisher

Connaissant les lois de Fisher Tipett et de Fisher Tipett Opposée (définies sur IR), on peut alors se
demander quel serait la forme analytique de la convolution de deux lois de Fisher Tipett F7[m, L] et
FTO[m, M]. Le résultat est en fait tres facile & démontrer. En effet, on sait que la loi de Fisher (relation
3.17) est le résultat d’une convolution de Mellin d’une loi Gamma et d’une loi Gamma Inverse :

'F[:uvaM] = g[MaL];gz[lvM]

En passant en échelle logarithmique, la convolution de Mellin devient une vraie convolution, et la
loi résultante, qui est en fait une généralisation de la loi Z proposé par Fisher dans son article [19]

F. [p, L, M) 13, s'écrit, grace a la relation 2.66 :

_ L—1
Le¥™™
Lraew . (45

Folm,L,M] = FT[m,L =« FTO[l,M] =

avec pu = e™.

M T(L)L(M)

€ )L+M

L’UJ*‘HL
(1+eT

Grace aux résultats acquis sur la loi de Fisher en statistique de Mellin, on a directement les moments

et les moments centrés de la loi Z de Fisher. En particulier :

m; = m+ V(L) — loglL — (¥ (M) — log M)
My = U(1,L) + (1, M)
My = W(2,L) — U(2,M)

Toujours grace a l’acquis sur les lois de Fisher, on a

lim F,[m,L,M] = FT][m,L]
M—o00

Llim F.lm,L,M] = FTO[m,M]
— o0

on1Z
(n2+n182z)("1+n2)/2 )

13. Laloi Z proposée par Fisher s’écrit : p(z) ~
de F. [m =1,n1/2,n2/2]
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3.3.4 Loi log-normale et loi normale

Soit une variable aléatoire Y définie sur IR, de densité de probabilité py (y). En passant en échelle
exponentielle (z = e¥), on définit une variable aléatoire X définie sur R™, de densité de probabilité
px (x). On sait alors que :

1
px(z) = —py(logz) (3.33)
Si l'on considére une variable aléatoire Y définie sur IR suivant une loi normale N [m, o] :

Nimolu) = —= e 58

oV 2T

alors la variable aléatoire X définie comme le passage a I’exponentielle de la variable aléatoire Y suit une
loi sur IR™ appelée loi log-normale et qui s’écrit :

Llol(@) = — (=) (3.34)

avec u = logm.

Lois lognormale, ;=0.00 Lois normale, m= e" = 1.00

: 1.4 ‘ :
— 0=0.3 — 0=0.3
A =0.5 || =0.5
7= 1.2 7=V ]
— o0=1.0 — o0=1.0
1.2} 4
1.0t
1.0t
0.8
0.8}
0.6
0.6}
o0l 0.4¢
0.2p 0.2}
0.0 0.0
0 1 2 3 4 5 -2 1 0 1 2 3 4

FIGURE 3.11 — A gauche : Trois exemples de lois lognormale. On remarque que la loi est d’autant mieux
localisée autour de la valeur p que o est petit. A droite : trois exemples de lois normale, avec les mémes
parametres que les lois lognormale a gauche. Comme pour la loi lognormale, on remarque que la loi est
d’autant mieux localisée autour de la valeur m = log u que o est petit.

D’apres les liens entre transformée de Mellin et transformée de Fourier, on sait que pour deux fonctions
g(y) définie sur R et f(x) définies sur RT telles que

f(@) = g(logz)
la transformée de Mellin de f(z) s’écrit en fonction de la transformée de Fourier de g(y) (relation 2.8) :
Mf(s) = Flgl ().

Connaissant la fonction caractéristique de la loi normale N [m, o] qui s’écrit :

2

021/
2

Dy(v) = e
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on en déduit la fonction caractéristique de deuxieéme espece de la loi log-normale :

oc(s) = SN ()]—i(smn)

—m(s—1)4 =02
2 (3.35)

= €

Il est alors facile de montrer que puisque I'on connait les cumulants de la loi normale :

K1 = W
Ko = O'2
Kr = 0 Vr>2

on en déduit directement les log-cumulants de la loi log-normale :

7’
/i2:0'2
0

Vr > 2

3.4 Les lois de probabilités et leurs expressions sous forme de
fonction de Meijer

Ce paragraphe a pour but d’introduire les fonctions de Meijer dans 'univers des lois définies sur IR™.
Son objectif est double :

— Le catalogue actuel des lois utilisées en imagerie cohérente ressemble a un dédale d’appellations
diverses et variées. Selon les auteurs, la méme formulation peut recouvrir plusieurs noms de lois
de probabilité 4. L’introduction d’une notation unique & I’aide des fonctions de Meijer permet de
mieux appréhender les différences et les similitudes. De plus, le lien essentiel entre fonctions de Meijer
et transformée de Mellin —puisque les fonctions de Meijer sont définies comme des transformées de
Mellin inverse— conduit a des expressions simples des fonctions caractéristiques de deuxieme espece ;
les log-cumulants ont eux aussi des formes analytiques simplissimes.

— L’utilisation des fonctions de Meijer est possible dans les logiciels actuels (Maple, Python). Il n’est
alors pas nécessaire d’étre un spécialiste de fonctions dites spéciales et de leur programmation (voir
Pannexe A qui tente de regrouper les diverses fonctions spéciales rencontrées dans ce rapport). Ceci
explique pourquoi dans les prochains chapitres une formulation a ’aide des fonctions de Meijer sera
proposée pour la quasi totalité des lois usuelles, ce qui évitera de donner des noms de fonctions
inconnues d’une grande majorité des lecteurs puisque, au final, tout est Meijer. Sous cette formu-
lation unique, il n’est pas nécessaire d’aller a la recherche d’un code existant dédié a une fonction
spéciale donnée puisqu’un simple appel a une fonction de Meijer suffit.

Pour finir, nous montrerons qu’il est possible de donner le nom de Lois de Meijer & une famille de lois

de probabilités définies uniquement a partir des fonctions de Meijer.

3.4.1 Lois Gamma, Gamma Inverse, Beta et Beta Inverse sous forme de
fonction de Meijer

La loi Gamma et la loi Gamma Inverse ont leur fonction caractéristique de deuxieéme espece qui est
proportionnelle & la fonction Gamma (relations 3.7 et 3.11) :

dg(s) o< I'(Le+s—1)
ogz(s) o« T(Ler+1-29)

En généralisant 'approche du paragraphe 3.1.9, qui par exemple avait permis la construction de la loi
de Fisher en écrivant sa fonction caractéristique de deuxieme espece sous forme de produit des fonctions

14. La plus célebre étant la loi de Fisher, nom historique qui regroupe la loi Beta de seconde espece, la loi Beta Prime, la
loi Pareto-2, la loi GO de Frery, ...voir [36]
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caractéristiques de deuxieme espece de la loi Gamma et de la loi Gamma Inverse :
or(s) x T(Lg—148)T(Lgr+1—3)
on peut affirmer que toute combinaison de m lois Gamma et de n lois Gamma Inverse par convolution

de Mellin aura une fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrivant formellement :

m

o(s) o HF(ijrs) HF(lfajfs)

Jj=1

De méme lois Beta et Beta Inverse ont des fonctions caractéristiques de deuxiéme espece qui sont
proportionnelles & un ratio de fonctions Gamma (relations 3.21 et 3.25) 1

T(Lg+5s—1)
o8(s) X F s o)
P(Lgr+1—y9)
ool X ity 1)

et on peut affirmer que toute combinaison de m’ lois Beta et de n’ lois Beta Inverse par convolution de
Mellin aura une fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrivant formellement :

En combinant lois Gamma, Gamma Inverse, Beta et Beta Inverse, on obtient une fonction ca-
ractéristique de deuxieme espece que ’on peut écrire sous la forme :

Hr(bj+s) Hr(uars)

q p
II ra-b-s [ T(+s)
Jj=m+1 j=n+1

Or cette expression assez générale est celle a la base de la définition d’une catégorie de fonctions, appelées
fonctions de Meijer : I'annexe B est dédiée a ces fonctions, et on a l’expression suivante dédiée a une classe
particuliere de fonctions de Meijer définies sur IR™ et notées C_T'Z?;]", définies par leur transformée de Mellin
inverse (expression B.5) :

N [Ir®;+s) [T —a;-s)
~m.n A1,y 5 Apgl,..., 0y IR TR A = j=1 s
Gp,q <:C bla-'-7bm : bm+1;---;bq ) - % o ioo q p x ds
IT ra-v-s ] T+
Jj=m+1 j=n+1

Rappelons que le formalisme de ces fonctions est assez déroutant : les indices n, p, m, ¢ s’associant par
paire selon diagonale et antidiagonale & droite de la lettre G (n avec p, m avec ¢), et que cette association
est requise pour traiter les problemes de convergence 6.

Notons que les lois Gamma, Gamma Inverse, Beta et Beta Inverse s’expriment a 1’aide de fonctions de
Meijer (tableau 3.3). Notons aussi que les lois Gamma et Gamma Inverse correspondent aux parametres
de Meijer “a gauche”, c’est a dire ceux qui interviennent au numérateur de la transformée de Mellin de
la fonction de Meijer.

15. La notation choisie ici banalise le role de la loi Gamma de parameétre L, que 'on soit dans le cas de la loi Beta ou

de la loi Gamma.
16. A contrario, si les problémes de convergence ne se posent pas, on peut alléger cette notation et ne conserver que les
parametres at, ..,ap et b, ..,bq : c’est ce que font les logiciels proposant comme fonctions spéciales les fonctions de Meijer.
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Loi Gamma G [u, L] LTG F(ic)éé:(l) <Liz La—1 : >

Loi Gamma Inverse | GZ [, Lay] LGII m F(LIGI) G(fié (LGJCI 7 _L,GI : )
Lot Bt BhtoMsl | e iamait (fes| ML)
Loi Beta Inverse BT [, L1, My szgf# 1;((1245;)) G?:} (ygi bar : —MBI )

TABLE 3.3 — Expressions des Gamma, Gamma Inverse, Beta et Beta Inverse sour forme de fonctions de
Meijer.

On remarque que ces lois Garr_lma, Gamma Inverse, Beta et Beta Inverse permettent une sorte de
typologie des fonctions de Meijer G :

Quadrant supérieur—gauche Quadrant supérieur—droit
Lois Gamma Inverse et Beta Inverse ; Lois Beta
)
~Ym,n
Gpaq x . .
Lois Gamma et Beta ; Lois Beta Inverse
Quadrant inférieur—gauche Quadrant inférieur—droit

Chaque quadrant de la fonction de Meijer est associé a une loi en particulier dans la liste des quatres lois
Gamma, Gamma Inverse, Beta et Beta Inverse.

Notons que sur le plan analytique, ce sont les parametres “a droite” (aussi bien de la premiére ligne
que de la seconde ligne) qui peuvent poser des problémes de convergence et qui conditionnent le domaine
de définition (voir par exemple la condition suffisante de convergence B.1: p+ ¢ < 2(m + n)).

3.4.2 Propriétés

Parmi les propriétés importantes des fonctions de Meijer, on peut retenir les suivantes :

— la primitive d’une fonction de Meijer s’exprime comme une fonction de Meijer (voir annexe B.2.6).
Cette propriété a un role clé car si une densité de probabilité s’exprime sous forme de fonction de
Meijer, on connait alors aisément sa fonction de répartition. Ceci ouvre les portes a la simulation
numérique de lois de probabilités (méthode dite de I'inversion de la fonction de répartition).

— la dérivée d’une fonction de Meijer s’exprime comme une fonction de Meijer (voir annexe B.2.5).
Ceci peut s’avérer utile pour rechercher le mode d’une densité de probabilité.

— l'expression du log-cumulant d’ordre r (avec r > 2) d’une loi s’exprimant comme une fonction de
Meijer est une simple somme de fonction polygamma (voir annexe C, équation C.2), chaque terme
de la somme pouvant étre rattaché a un type de lois dans la liste des quatres lois Gamma, Gamma
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Inverse, Beta et Beta Inverse :

Quadrant inférieur—gauche Quadrant supérieur—gauche Quadrant supérieur—droit Quadrant inférieur—droit
m n p q
Y U(r—1,Lg;) +(=1)"Y W(r—1,Lar;)— Y, U(r—1,Mp;)—(=1)" >  ¥(r—1,Mp;)
j=1 j=1 j=n+1 j=m+1
Lois Gamma Lois Gamma Inverse Lois Beta Lois Beta Inverse
Lois Beta Lois Beta Inverse
(3.36)

Rappelons au passage que pour étre une densité de probabilité les log-cumulants d’ordre pairs
doivent étre positifs ou nuls :

n m q p
VreIN: Y W(2r—1,Lar,)+Y V(2r—1,La )~ Y ©(2r—1,Mpr;)— Y ¥(2r—1,Mp;) >0
j=1 j=1 j=m+1 j=n+1

le passage d’une loi s’exprimant comme une fonction de Meijer a sa loi inverse est formellement tres
simple eu égard & lexpression de la fonction inverse d’une fonction de Meijer (voir annexe B.1.5) :
il suffit d’échanger les lignes de parametres dans ’expression de la fonction de Meijer, ce qui donne,
connaissant 3.36 :

n m q p
> U(r—1,Lar) + (=1)"Y _W(r—1,La;)— Y W(r—1,Mpr;)—(-1)" Y ¥(r—1,Mp;)
j=1 j=1 j=m+1 j=n+1

la généralisation (passage de la variable x a la variable y”7 = ) d’une loi s’exprimant comme une
fonction de Meijer ne pose aucun probleme théorique grace a la propriété TM 3 de la transformée
de Mellin (voir le tableau 2.1). Connaissant le log-cumulant d’ordre r > 2 d’une loi initiale £ x ,, le
log-cumulant d’odre r de la loi généralisée correspondante Ry, s’écrivent (2.57) :

- 1.
Ryr = _THX,’I‘
n

ce qui donne ici :
1 m n P q
— (D W(r—1,Lg,) + (1)) W(r—1,Lar;) — Y, Ulr—1,Mp;) — (=1)" > ¥(r—1,Mp,)
T \i= j=1 j=n+1 j=m+1
et en particulier pour les lois en amplitude :

- 1

Ry r = ?KIX,T
c’est a dire
1 m n p q
o > U(r—1,Lay) + (1) W(r—1,Lar;) — >, U(r—1,Mp;) — (=1)" > W(r—1,Mp,)

j=1 j=1 j=n+1 j=m+1

Enfin la convolution de Mellin de lois s’exprimant sous forme d’une fonction de Meijer est elle méme
une loi s’exprimant sous forme d’une fonction de Meijer. Cette propriété permet un cadre formel
plus aisé a utiliser que la démarche historique (Compound Speckle) qui a nécessité un florilege de
fonctions spéciales plus ou moins connues (fonction de Bessel modifiée de troisieme espece, fonction
W de Whittaker, fonctions hypergéométriques) sans pour autant pouvoir étre exhaustif (cas de la
loi “super K” qui n’a pas de forme analytique excepté sous forme de fonction de Meijer).
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3.4.3 Les lois de Meijer

Une premieére famille de lois : les lois de Meijer

Si Gmn Woeeenn 5 Antlh s lp ) g gy > 0 et en choisissant une constante K telle que
P4 bl,...,b 5 berl,...,bq
A1,...,Qn 5 Qn4l,-.-,0p
K =1
/ Gp,q ( bi,...sbm 5 bmg1,..., b ) dz
on en déduit que K C_v';";]" (x Zl, .. ,l()zn , ZHH, . .,‘Zp ) est une densité de probabilité avec les
’ 1s+-+30m 5 m+15--+50q

conditions :
a; >0 Yielln]
b; >0 Vie[l,m]
pP>3
q>5

Puisque, par définition, on a (relation B.6) :

e (g e Yo - P

syeeeUmo m—41s- -

! H (1—=5;—3) H I (a;j + s)
j=m+ j=n+1

il est facile de montrer que K doit vérifier ’égalité suivante :

II v¢=b) I] Taj+1)

j=m+1 j=n+1
[Ir®;+1) [T (~ay)
j=1 j=1

On a donc ainsi défini une premiere famille de lois fondées sur la fonction de Meijer, et ce serait rendre
hommage au travail de Meijer que d’attribuer & ces lois le nom de “lois de Meijer ”

K =

q p
IT r=) [ Ta+1)
m.n j=m-+1 j=n+1 mn Alye vy Qn 3 Quigly---,0Q
LGP,q ( ) = : m - n G:D#Z ( bll ceisbm bmil1 bz ) (3'37)
[Ir®;+1 [T (~ay)
j=1 j=1

Leurs fonctions caractéristiques de deuxieme espece s’écrivent :

T(b+s) H 17(1]—5)

LT (b;+1) L
— - 3.38
%(S) ﬁ F(l—bj—s) ﬁ a]+s ( )
Pt T (—bj) it aJ + 1

et vérifient bien évidemment :
dre (s)|,_, = 1

Enfin, les log-cumulants d’ordre r > 2 vérifient une expression additive somme toute assez simple :

m p q
T
E U(r—1,b;) g U(r—1,a;) — g U(r—1,a;) — (-1) E U(r—1,b;)
j=1 j=n+1 j=m+1
Quadrant inférieur—gauche Quadrant supérieur—gauche Quadrant supérieur—droit Quadrant inférieur—droit

(3.39)
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Cette loi possede donc un paramétrage spécifique permettant d’ajuster la forme de la loi grace aux
parametres a; et b;. Cependant, si cette loi semble présenter toutes les qualités analytiques souhaitées,
on peut noter que son premier moment s’écrit :

q

ﬁbjﬂ) IT -1
11

(
1 j=m+1
(—a; = 1) [ (&;+)

i=1 j=n+1

my = %(S)‘SZQ =

<

grandeur qui ne dépend que des parametres de forme : il faut alors non seulement ajuster la forme de la
loi, mais aussi la valeur moyenne par le biais des seuls parametres de forme.

Les lois de Meijer normalisées (LMN)

En général, on recherche des lois sur IRT telles qu’il y ait un parametre d’échelle (généralement noté
p dans ce rapport) qui agisse multiplicativement sur la variable x et que I'on aimerait proche de la valeur
moyenne de la loi ou de son mode. Dans le cas le plus général possible, les lois recherchées sont donc
fonctions de %, la constante k permettant d’ajuster la valeur moyenne au nouveau parametre y.

Si on prend comme point de départ une loi de Meijer mgz"(ac) dont les parametres a;,i € [1,p]
et bj,j € [1,¢q|] définissent la forme de la loi, on définit ainsi les “Lois de Meijer Normalisés”, notées
LMN 7" [p](z) et telles que la dépendance en z soit sous la forme ku—x Pour alléger I’écriture, on omet
les parametres a; et b; dans cette notation.

Puisque 'on recherche une densité de probabilité, on doit avoir :

| T i) =

d’on :
m,n k m,n
LMN ™"[u)(z) = PRk (z)

De plus, connaissant la fonction caractéristique ¢7 (s) des lois de Meijer (relation 3.38), on en déduit
directement celle des Lois de Meijer Normalisés grace a la propriété TM 1 de la transformée de Mellin :

e e [T
drarw (5) = F¢ﬁ(5) T Js1 4 T'(1-b;—s) P T(aj +s)
I == U ran

Puisque 'on souhaite qu’il y ait un lien entre le premier moment et le nouveau parametre p, il suffit
de choisir k tel que :

ce qui donne :

H(bj+1) H (=b; —1)

Jj=1 j=m+1

k= = m
[T=a;=1 I[ (@+1)
j=1 j=n+1

et nous avons vu au paragraphe 2.4.4 que ce choix de parametre d’échelle ne modifiait en rien les log-
cumulants d’ordre supérieur a 1.
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Ceci nous permet de définir le formalisme des “Lois de Meijer Normalisées” LM N ;" (z), définies par
la relation :

q p
IT v=v) [ Ta;+1) . .
m,n j=m-+1 j=n+1 ~m,n L oag, »@n 5 Qn+l, ) &
NN e = = s (B e et
) » Ym 3 m 9 » Yq
H (bj +1) HF(*%)
j=1 =1
m q
[He,+v I -b-1
avec k = le J:mzl
[Ta -1 I[ @+
Jj=1 j=n+1

(3.40)
La log-fonction caractéristique d’une “Loi de Meijer Normalisée” a au final I’expression suivante :

- b+s ) (bj + D)7 L (T —aj—s) (—a;—1)""
}j( I'(b;+1) )H< I'(—a;) )

Jj=

1, () ()

Jj=m+1 j=n+1

¢ () = pt

expression qui permettra de retrouver des expressions connues pour certains cas particuliers de lois
usuelles.
On peut vérifier les deux cas particuliers canoniques :

P(s)my = 1
(s)sey = n

Enfin, les log-cumulants d’ordre r > 2 des lois de Meijer normalisées vérifient une expression additive
somme toute assez simple :

m p q
T
E U(r—1,b;) g U(r—1,a;) — g U(r—1,a;) — (-1) E U(r—1,b;)
j=1 j=n+1 j=m+1
Quadrant inférieur—gauche Quadrant supérieur—gauche Quadrant supérieur—droit Quadrant inférieur—droit

(3.41)
En revanche, le lien entre le logarithme du parametre u et le premier log-moment a une expression
un peu lourde prenant en compte les facteurs de forme :

m n P q
My o= logp 4+ ) W) — > Wlay) — D Wlay) + Y U(by)
j=1 j=1 j=n+1 j=m+1

Le groupe commutatif des lois de Meijer

On pourra enfin noter les points importants suivants :

— toutes les lois décrites par leur fiche synthétique dans le chapitre 4 peuvent effectivement s’exprimer
sous la forme de lois de Meijer normalisées. Néanmoins, dans la description des lois usuelles, on
peut noter que le moment d’ordre 1 n’est pas toujours égal au parametre u, et que, dans le méme
temps, les parametres de forme apparaissent toujours sous une forme directe : la simplification dans
I’expression a pour conséquence un moment d’ordre 1 différent du parametre.

Par exemple la loi Gamma Inverse (fiche au paragraphe 4.2.2), définie pour M > 0, s’écrit :

—M;.>

o M\ a1 1 g
TM© = mna (5) % = o @ (5

79




a pour fonction caractéristique de deuxieéme espece :

s—lF(M+ 1- S)

90z(s) = W RS

et a pour premier moment :
M
= M>1
N VA
On a donc :
mi # p

Son homologue en loi de Meijer Normalisée s’écrit pour M > 0 :

1 1 ~0,1 X
rO0 (1) 7 S\ Gr = 17
(M) ( ) id ( )i
a pour fonction caractéristique de deuxieme espece :
1

P(s) = m (M — 1);2)571 F1+M-—s) = g5

-M

LMN Yolpl(z) =

)

'M+1-5s)
(M —1)t=T'(M)

et a pour premier moment :

1
= = fp=—M-1DT(M-1) = [
Ces résultats sont regroupés dans le tableau 3.4, ce qui permet de bien comprendre les différences
et les similitudes.

GT [, M] (z) LMN Vg i1)(x)
ddp ﬁ F(}W) G‘?:é (ML# -M : ) (Mj1)ﬂ p&m é?:é ((Mxl)ﬂ -M : )
o(s) pr T O
mi H% f
Fio (1, M) U(1, M)

TABLE 3.4 — Comparaison de la loi Gamma Inverse dans sa formulation “classique” et la loi de Meijer
correspondante. Si les moments different, le log-cumulant d’ordre 2 est identique (propriété des similitudes,
voir le paragraphe 2.4.4).

— la loi homothétique, qui s’exprime sous la forme d’un “Dirac Mellin”, s’exprime aussi sour la forme
d’une loi de Meijer (voir fiche 4.1.1) puisque 'on a formellement (voir annexe B.2.4) :

)

— toute loi de Meijer possede une loi inverse (voir paragraphe C.2.1 de 'annexe C).
On en déduit que les lois de Meijer, associées & la convolution de Mellin, forment un groupe commutatif 17.

_ T
M) = @80 (;

17. et on pourrait aller plus loin en affirmant que c’est un groupe a 2 générateurs.
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Lois de Meijer Normalisées Généralisées

De par le principe de généralisation des lois, on peut définir les Lois de Meijer Normalisées Généralisées
par ’expression :

q P
II v¢=b) I] Ta;+1)
m,n _ j=m+1 j=n+1 ko m,n kz TG Gn 5 G Gp
LMG[Mﬂ?]p,q (:E) = n m n #Gp (( “) b1,...,bm ; bm+17--'7bq
[Ire +v [T (-a)
Jj=1 Jj=1

e
3=

avec k = |2 j:mzl
TTo-1 I
Jj=1 j=n+1

(3.42)
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Deuxieme partie

Les lois utiles en imagerie cohérente
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Cette partie est en pratique un catalogue résumé des lois les plus usuelles en imagerie cohérente. Elle
comporte trois chapitres :
— un chapitre dédié aux lois fondamentales, c’est a dire celles qui ont ’expression la plus simple dans
I'univers de Mellin. La loi générique en est la loi Gamma, puisque l'on a :

s—1 F(L+Si 1)

M (G [, L]) (s) L 1T(L)

L>0: Re(s)>1-1L

On note que la fonction Gamma joue un role essentiel dans I’expression de la fonction caractéristique
de dexuieme espece de la loi Gamma. On associe bien entendu a la loi Gamma sa loi inverse et 'on
peut écrire :

s—1 F(M+175)

MG [p, M]) (s) = p MI=sT (M)

M>0: Re(s)<M+1
expression qui donne aussi la part belle a la fonction Gamma.

Les lois dites “en intensité”, qui se déduisent par convolution de Mellin de cette loi fondamentale
ainsi que de son inverse, ou a partir de la loi Beta, sont donc représentées dans ce chapitre.

— un chapitre dédié aux lois généralisées telles qu’elles ont été définies au chapitre 2, paragraphe
2.4.5. Une loi généralisée s’exprime & partir d’une loi élémentaire px (x) (donc entrant dans le cadre
des lois fondamentales) décrivant une variable aléatoire X : la loi généralisée py (y) décrit alors la
variable aléatoire Y telle que X = Y". On a (relation 2.55) :

pxa(y) = [nly" Y px(y")

ainsi que (relation 2.56) :

dxn(s) = ox (1+S;1)

Les lois de Weibull et Gamma Généralisée entrent dans cette catégorie.

— Enfin le cas particulier des lois généralisées n = 2 : c’est le cadre usuel des images de I'imagerie
cohérente et ces lois portent souvent le dénominatif de “lois en amplitude”. Les lois de Rayleigh et
de Nakagami entrent dans cette catégorie.

Dans le cadre des lois & trois parametres seront abordées les lois de Halphen (voir [37]). Elles ne sont
pas modélisables par convolution de Mellin puisqu’elles s’expriment comme des produits de densité de
probabilité des lois fondamentales (généralisées ou non). Elles jouent un certain réle en imagerie radar
puisque on les connait le plus souvent sous le nom de Loi Inverse Gaussienne Généralisée et le paragraphe
4.3.6 leur sera dédié. Plus précisément, I’adaptation des lois de Halphen a des données en amplitude
sera abordée dans la partie dédiée aux lois en amplitude (chapitre 6). Un premier cas (paragraphe 6.3.6),
appelé “loi de Halphen modifiée en amplitude”, offre quelques analogies avec la loi de Fisher en amplitude
(trois parametres, dont deux de forme : le premier agissant sur la téte de distribution, le second sur la
queue de distribution). Le cas général (4 parametres) est détaillé au paragraphe 6.4.9 et permet de faire
un lien avec les distributions G 4(«, v, A, n) proposées par Frery ([20].
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Chapitre 4

Les lois usuelles définies sur R™

Ce chapitre décrit sous forme de fiche synthétique un certain nombre de lois “en intensité” plus ou
moins usitées en imagerie cohérente. Chaque fiche décrit une loi a des fins tres utilitaires : on retrouve
I’expression de la densité de probabilité, celle de sa fonction caractéristique de deuxieme espece, ’expres-
sion des moments, log-moments et autres parametres utiles. Enfin, par une expression “a la Meijer”, on
obtient un moyen pour définir sa fonction de répartition (chose fort utile dés lors que 'on veut simuler
cette loi).

Pour les lois & un, deux ou trois parametres, des illustrations de la densité de probabilité sont données
pour des valeurs typiques des parametres. Une analyse qualitative de chaque loi dans le diagramme <9 — K3
permet d’analyser le comportement des lois a I’aune des références que sont la loi Gamma et la loi Gamma
Inverse. En revanche, pour les lois & quatre parameétres, aucune illustration des densités de probabilités
n’est donnée étant donné le nombre de cas possibles. En revanche, les diagrammes ko — k3 permettent
une analyse de la construction de ces lois par convolution de Mellin ainsi qu’une meilleure compréhension
de leur localisation.

Les lois sont cataloguées selon le nombre de leurs parametres.
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4.1 Lois a un parametre

4.1.1 Loi Homothétique

Cette loi permet de représenter dans 'univers des log-statistiques un simple gain. Si on a une loi dont
le parametre d’échelle est o et qui est décrite par P parametres de forme :

p [/LQ,Hl, .. .,913] (.Z‘)

alors on a :

p[:U’anlv"'veP] (x);/H[K] (‘T) = p[ulvela"'aep] (l‘)

avec
o= Kpo

Les log-cumulants d’ordre 2 et 3 de la loi homothétique sont nuls : aussi les lois homothétiques se
situent toutes a l'origine du diagramme ko — K3.
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Loi Homothétique

H (1] () 1 5M(z)
Loi inverse H Lﬂ (z)
Cas limite

Construction

Log-fonction caractéristique sl
mq = W
Moments mo = /ﬁ
my = u”
Ecart type 0
Coefficient de variation 0
k1 = logu
Log-Cumulants ke = 0
Fr = 0 Vr>1
Mode I
Formulation Meijer lég’g (i n )
13 s 123 7 .
L

Fonction de répartition

M est le “Dirac-Mellin”

89




4.1.2 Loi uniforme sur [0, y]

Lois Uniformes

10k =====-

0.8f

0.4

0.21

T I )

0.00

FIGURE 4.1 — Loi Uniforme

1.41
. .

Y\G(1,1.2) : GI(L,1.2)7
~ - ’
1.2} . H ’

1.0r
0.8

0.6

0.21

FIGURE 4.2 — Loi Uniforme dans le diagramme Ko —
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Loi uniforme sur [0, ]

U lp] (z) S (Y(z) = Y(u—2))
Loi inverse
Cas limite
Construction
Log-fonction caractéristique ":1
mq %2
Moments my = %
my ril —1I<r
Ecart type L
. .. 1
Coefficient de variation 7
k1 = —14logu
Log-Cumulants ko = 1
Fro= (=1)" I(r)
Mode
Formulation Meijer LGLofm| - 5 1
) e A
Fonction de répartition lobl(z 1y 2
P 22 el 1 ;0

Y est la fonction de Heaviside
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4.1.3 Loi Exponentielle Décroissante

Loi Exponentielle Décroissante, y=1.00

5
FIGURE 4.3 — Loi Exponentielle Décroissante
~ 4
~ - ’
\G(1,1.0) : Gl(1,1.0)¢
EDI(1) « : .
1.5t S : e ,
~ : ’
A z .
A z ’
A E ’
AN H .
N H .
A} - ’
N H ’
1.0f *\ : it 1
Ll
[ \\ /’
N : ’
\ : ’
AY z 4
\ : ’
AY z 1
LN ]
0.5 iy i
Vi
A\ g
(H
(9]
u
'
‘ ‘ i ‘
-2 1 0 1 2 3
k3

0.0L2

FIGURE 4.4 — Loi Exponentielle Décroissante dans le diagramme kg — K3.
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Loi Exponentielle Décroissante

ED ] (x) Lot
Loi inverse EDT (] (x)
Cas limite
Construction
Log-fonction caractéristique ps=T(s)
mq = W
Moments me = 2u?
m, = T+ —1<r
Ecart type o
Coeflicient de variation 1
F1 = log(u) + ¥(1)
Log-Cumulants Re = T(1,1)
Rr = Y(r—1,1)
Mode 0

Formulation Meijer

Fonction de répartition
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4.1.4 Loi Exponentielle Décroissante Inverse

Loi Exponentielle Décroissante Inverse, ;=1.00

oi Exponentielle Décroissante Inverse

FIGURE 4.5 - L
~ ’
*\G(1,1.0) GI(1,1.0)¢”
~. : ,)Emu)
1.5¢ . : R4 il
~ : ’
Y = ’,
Y N 4
N z 4
A B ’
N H .
AY z ’
N H ’
1.0t S : . ]
L
e \\ /’
N : ’
\ z Vs
\ H 7
\ : ’
\ z 1
v
0.5} A i
Vi
Ao
(H
(9]
u
i
‘ ‘ i ‘
-2 -1 0 1 2 3
K3

0.0L2

FIGURE 4.6 — Loi Exponentielle Décroissante Inverse dans le diagramme Ko — R3.
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Loi Exponentielle Décroissante Inverse

2 _u
EDT [u] (x) i (&) em=
Loi inverse ED [u] (x)
Cas limite
Construction
Log-fonction caractéristique pTIT(2 — )
mp = sans
Moments mo sans
my, prl—r) r<l1
Ecart type sans
Coeflicient de variation sans
f1 = logp — ¥(1)
Log-Cumulants Re = U(1,1)
Br = (=1)"¥(r—1,1)
Mode 5

Formulation Meijer

Fonction de répartition




4.2 Lois a deux parametres

4.2.1 Loi Gamma

Lois Gamma, ;=1.00

Lar — L=1 []
— L=2
1.2F — =3 |
— L=5
1.0F — L=10|]
0.8 E
0.6/ i
0.4} .
0.2 E
0.04 1 2 3 4 5

FIGURE 4.7 — Loi Gamma

FIGURE 4.8 — Loi Gamma dans le diagramme
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Loi Gamma : G [u, L]

VL (LTt ke
Loi inverse GT [, L]
Cas limite L — oo Hp
Log-fonction caractéristique sl I;L,Ti;&lg Re(s) >1-1L
mi 1%
Moments ma = NQ%
r D(L+r7)
m, 1 T —L<r
e
Ecart type T
Coeflicient de variation %
k1 = log(p) + ¥(L) — log(L)
Log-Cumulants Ry = U(1,L)
Rr = U(r—1,L)
L—1 .
2=2 L>1
M 7 M S1 = .
ode { 0 sinon € 0snl
. .. L 1 ~A1,0( Lz . T
Formulation Meijer EF—L)GOJ <7 L-1 . . )
, e 1 oAt (el b5
Fonction de répartition D) G135 (T L .0 >
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4.2.2 Loi Gamma Inverse

Lois Gamma Inverse, ;=1.00
Laf ‘ : : .

I_I_I_IF
U w -

FIGURE 4.9 — Loi Gamma Inverse

-

1.5F .

0.0l .

FIGURE 4.10 — Loi Gamma Inverse dans le diagramme Ko — R3.
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Loi Gamma Inverse

M+1

1 1 M —Mp

Loi inverse Gu, M| (x)

Cas limite M — oo Hp

Construction

Log-fonction caractéristique usflllcj(lﬂf%m Re(s) < M +1
mp = uMA—i M>1

M?

Moments mo = MQW M >2

my = IU/T m r<M
M
Ecart type /Lm M > 2
Coefficient de variation L M>2

M—-2

x
A
|

logp — (W(M) — log(M))
Log-Cumulants Ro U(1, M)

Rr = (-1)"¥(r—1,M)
Mode MLH H €103
Formulation Meijer sran Gro (ﬁ M )
Fonction de répartition F(%u) Gg? <ML# 1,-M+1 , 0 >
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4.2.3 Loi Log-normale

Lois Log-normales, y=0.00

-=- 0=0.2
2.0} K — =04
1 1 —
[ — 0=0.6
I — 0=1.0
1 1
1 1
1.5} 1 1 R
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1.0F ] '| 1
1 1
1
1 1
1
U
0.5¢ ) \ E
1
1 \
1
1 \
1 \
0.0 ’ L Moo
1 2 3 4 5
FIGURE 4.11 - Loi Log-normale
1.2F E
10}~ LN(0.0,1.0] .
sG(1,1.5) GI(1,15)
~ ’
~ ’
~ 7’
0.8 R e E
~ 4
~ ’
~ 4
] ~ 4
e 0.6 AN e 7
Y ’,
AY ’
AY ,
A Y ’
AY ’
0.4 LN(0XQ,06] ¢ ]
\ 7
AY ’
A} ’
\ 1
0.2f LN(0.0,0.4] / ]
A u
0075 —05 0.0 0.5 1.0
3

FIGURE 4.12 — Loi Log-normale dans le diagramme Ko — <3.
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Loi Log-normale

Lp, ] (x)

Loi inverse

Cas limite 0 — 0

Construction

Log-fonction caractéristique

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

Log-Cumulants

Mode

Formulation Meijer

Fonction de répartition

o
mq =
ma
m, = €
Y
K1
Ko
Ry
1 ~1,0
0\/271'1G071
1 ~1,1
1 - 2 7‘—G12
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4.3 Lois a trois parametres

4.3.1 Loi K

Lois K, ©=1.00,L=1 Lois K, p=1.00,L=3

‘ . 1.6F ‘ ‘ .
— M=1 — M=1
4 — M=3 || — M=3 ||
— M=5 — M=5
— M=10 — M=10||
3 i
2 4
B\ | i
% 1 2 3 4 5 4 5

FIGURE 4.13 — Loi K

’é
: GI(1,1.0)¢ .
: . ) caustique
: P 1 2.0f L0|sK/ 1
H .
: S
J : GI(l,l.O),"
: ¢ G(1,1. : P4
g 'l 1.5¢ g '¢ 4
H ’ H e
H ,' 1 [\l H R4
: . e : .
H . H O'
H ’ 1.0p B . 1
z ’ z L4
z 4 z R4
: H .
N ] H L4
N | B
G(1,3.0%:, 0.5} o 1
° T}
=
0.0=3 -2 -1 0 1 2 3 0.07=3 -2 -1 0 1 2 3
K3 K3

FI1GURE 4.14 — Loi K dans le diagramme ko — R3.
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Loi K : K[y, L, M]

M+L _q

K[, L, M] (x) ren 2 (L)

1

Kyoo [2(““)2] L>0, M>0

n

Loi inverse KZ [, L, M] (x)
lim Kp,L,M] = Glu, M)
L—oo
Cas limite
im Kp, L, M] = Glu, L]
M—oo
Construction Hlu] *G[1,L] G [1, M]

s—1 D(L+s—1) T(M+s—1)

Log-fonction caractéristique I TTT(L) M1 T()
m = H
Moments my = p? % MJ\}r -
r D(L+r) T'(M+4r .
m, = p LS FJEL)) M(T FJ(FM)) r > —min(L, M)
Ecart type I szjfjl
Coefficient de variation Lo AL
1 = log(u) + (¥(L) — log(L)) + (¥ (M) — log(M))
Log-Cumulants Re = Y(L,L) + ¥(1,M)
Fr = Y(r—1,L) + ¥(r—1,M)
Mode pas d'expression analytique
Formulation Meijer m%éﬁg (L]L“ I .M 1 ! )
Fonction de répartition méfé ( % . 1]V[ 70 )

K est la fonction de Bessel modifiée de troisieme espece
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4.3.2 Loi K inverse

0.3

0.21

0.1,

0.0

1.8

1.6

1.4

1.2

0.6

0.4

0.2

0.0!

Lois K inverse, u=1.00, L=1

U w

TZXEX

Lois K inverse, u=1.00, L=3

=E=XEX

U W =

FIGURE 4.15 — Loi K Inverse

1 3 4 5
< ; ; ; — S
Y5110 : Gy’
N KI(1,1.2,30 -, 1
. H .
LS H 3
“~ H *
A H 'O d
H .

. : |
. :
A\ H
A\ z

. B 4
. :

Al i
v
[E]

F |
i
i

-2 -1 0 1 2 3
k3

2.5

2.0

15

1.0

0.5

0.0

caustique

.
. H
-~ z
- H
. H
- H
- z
A z
A H
o
A
-2 -1 0 1
Rs
— s

FIGURE 4.16 — Loi KZ dans le diagramme kg
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Loi K Inverse : KZ [, L, M|

IVI;»L +1 %
KZ [, L, M] () o T () K1 [2 (Lare) } L>0,M>0
Loi inverse K [, L, M] (x)
lim KZ[pu,L,M] = GT][u,M]
L—oo
Cas limite
lim KZ[p, L, M] = GI[u, L]
M—o0
Construction Hu] *GZ[1,L] *GT[1, M]
Log-fonction caractéristique ust ESL,HF?B };}%’L 11(_]\;))
my = ,uLlefw L>1, M>1
. L2 M2
Moments me = p? = g 2) (M D (T=2) L>2 M>2
r I f—r)M" .
m, = p" (F(L) F(M) r < min(L, M)
L+M-3 L
Ecart type (L:2L)(Mfz) 2=y L>2,M>2
Coefficient de variation % L>2M>2
f1o= log(p) — (¥(L) — log(L)) — (¥ (M) — log(M))
Log-Cumulants Re = Y(1,L) + \If(l,]V[)
fro= (=D (¥(r—1,L) + ¥(r—1,M))
Mode pas d'expression analytique
. ) oo . | —L,-M ;.
Formulation Meijer mﬁGQ,O (m . )
Fonction de répartition i O3 <sz4u ~L+1,-M+1,1 i@ >

K est la fonction de Bessel modifiée de troisieme espece




4.3.3 Lois de Fisher

Lois Fisher, x=1.00 M=1

Lois Fisher, u=1.00 M=5

-
O [
B U N R

Lois de Fisher

uu-un-un-uu.m..umm-.m-mh;‘

>

=
N
N
N
N

Lol — L=1 ||
— L=2
— L=5
— L=10
0.8}
0.6} 1
0.4} 1
0.2 i
0.04 1 2 3 4 5
FIGURE 4.17 — Loi F
k4
~ z k4
G(1,118) : GI(1,1.0)¢ G(1,1)
e : R
1.5f - H . 1 1.5¢
- z 4
z 4
z 4
z 4
z .
A z K4
. H *
H ’
z 4
o 1.0f : 'o 1 o~ 1.0f
(N B ' e
. \ .
A Y 4
. R .
. z 4
A} g 4
0.5} P N 1 0.5}
L i7611,3.0)
e
o
@
i
003 -2 -1 0 1 2 3 0.0 ) -1
K3

FIGURE 4.18 — Loi F dans le diagramme Ko — R3.
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Loi de Fisher : F[u, L, M|

L raany  (FE)°

Flu, L, M] () Mp T(DT(M) (1+£)L+ZW L>0,M>0
Mu
Loi inverse F{w, M, L]
lim Fu,L,M] = GI|p,M]
L—o0
Cas limite
lim Flp, L, M] = Glu, L]
M—o0
Construction Hp] *G[1,L] *GZ[1, M]

Log-fonction caractéristique

s—1 I'(L+s—1) T'(M+1—s)
KT Ty M T(M)

my = [ % M>1
Moments my = % W—lj\fm M>2
r T(L+r) T(M-—r
m, = TP T(L) 7M£T F(]\)4) —-L<r<M
Ecart type H % 54&\1}4:21) M>2
Coefficient de variation LL(+1§1[:21) M > 2
Fio= logu + ((L) — log(L)) — (W(M) — log(M))
Log-Cumulants Ry = Y(L,L) + ¥(1,M)
Rr = U(r-1L)+ (-1)"¥(r—1,M)
(L—D)M
Mode mrarm L1 € [0;
0 L<1
. .. L ~1,1 Lz _AJ )
Formulation Meijer 35 TOTGD G (m L1 : )

Fonction de répartition
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L<M (4.1)
Lois Beta, n=1.00 M=L+3 14 Lois Beta, ©=1.00, L=2
3_0, T T T T . T T T T
— L=1M=4 — M=3
— L=2M=5 — M=3.
2.5 — L=3 M=6 — M=4
—— L=5M=8 — M=8
— L=10 M=13
2.0+
1.5¢
1.0t
0.5¢
°% ; : ; ; ; ; ;
FIGURE 4.19 — Loi B
H l’ H ’
+G(1,1.0) GI(1,1.0)¢ GI(1,1.0)¢
z L4 z L4
150 N : o L5p : .
A H L4 H ¢
- z 4 z L4
- z 4 z L4
-~ z 4 z 4
. z * z
. z k4 H
- z L4 z
. H . H
o 10p B(11.0.2. * S’ o 1.0} S’
N ‘\ : :' e : :'
. é 4 é ’
B(1,1.0,1. ER N
: . E
Lois Beta )
0.5+ 0.5+ "
Y
e
él
0.023 - -1 0 1 2 0023 -2 -1 0 I 2

4.3.4 Loi Beta

Appliquée a la fonction de répartition, la condition B.43 impose :

FI1GURE 4.20 — Loi B dans le diagramme ko — k3.
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Loi Beta : B|u, L, M]

L—1 M—L-1
L (M Lx Lz .M
Blp, L, M| (x) W OO (m) ( - m) z € {07 T
L<M
Loi inverse BT [, L, M] (x)

N}im Blp, L,M] = Glp, L]

s —00

Cas limite lim Blu,L,M] = H[]
M—L+

Construction Blu, L, M) *Gp=1,M] = G, L]

Log-fonction caractéristique

s—1 D(L4+s—1) M*~ ' T(M)
K T=TT(@) T(M+s-1)

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

mq =
_ 2 L+1 M
S A
_ X +r T y
me = W ey T T2 L
M—L
HAl TrrD
_ M-—L
7= I (M+1)

F1 = logp + (¥(L) — logL) — (U(M) — logM)
Log-Cumulants Re = Y(1,L) — ¥(1,M)
Rr = 9(r-1,L) — ¥(r—1,M)
Lot in 1<L<MM>2
M ,
0 L<1,M>2
bimode L<1l,L<MM<2

Formulation Meijer

Fonction de répartition
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‘ ‘ 3.0F ‘ :
2.5¢ — L=1,M=3{[] — M=3
— L=2,M=4 — M=3.
— L=3,M=5 251 — M=4
2.0} — L=5M=7|1 — M=8
2.0}
1.5} 1
1.50
1.0f 1
1.0f
0.5/ 1
0.5}
0.05 1 2 3 4 5 0.05 1 3 4
FIGURE 4.21 — Loi BT
~ R L4 hd R
“qg(l,l,o) GI(1,1.0)¢° G(l,l‘.@%
. H A B
151 S : 1 L5p e :
N H A H
. H H
- z . z
-~ z - z
. H . . H
. - 4 . z
- z L4 LY z
\‘ § ’ . §
o LOf N : /811,1.02.0 ] o LOf . :
1N ‘\ g I' 8 * g
. : . B
i MBiL101s :
o5k ] 0.5 %, I [Lois Beta Inverse
v
L
e
0023 2 1 0 1 2 3 0.0 2 1 0 1 2
K k3

4.3.5 Loi Beta Inverse

Lois Beta inverse, u=1.00

FIGURE 4.22 — Loi

Lois Beta inverse, u=1.00, L=2

BZ dans le diagramme ko — R3.
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Loi Beta Inverse : BT [, L, M|

BI [u, L, M](x)

M ron
LuT(L)L(M—L) (%)M

x € {%;oo[

L<M
Loi inverse Blu, L, M](x)
Jim BT, L, M] = GZ[u, L]
CaS limite lim BI[‘U, L7 ]\/[] — H[M]
L—oo
Construction BT [, L, M) *GT [u, M| GT [, L)

Log-fonction caractéristique

s—1 D(L+1—s) M'~°T(M)
Ko7 TI=T@) T(Mi1-9)

L M-1

S M—1)(M—2 b=l
Moments mz = NQ (L,ll)‘(L,Q) ( _13[(2 2 L > 2
r D(L—r) M "T(M)
Mr = W T=rr(r) TOI-N r<L
L M-1 [ M-L
Ecart type T Ml T=2) (=T L>2
Coefficient de variation v o= % L>2
Fio= logu — ((L) — log(L)) + (W(M) — log(M))
Log-Cumulants Re = Y(1,L) — ¥(1,M)
Rr = (-1)"(¥(r—1,L) — ¥(r—1,M))
L
M>L+1
Mod 2 0;
ode { Ly s L<M<r41 A
. . (M) 701 (mz | —L 5 -
Formulation Meijer it Cia T M
Fonction de répartition 1;((]\5)) é;’j (% L+1,1 5 7M'+1 0 )
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4.3.6 Loi de Halphen (loi Inverse Gaussienne Généralisée) [37]

Proposées en 1941 par Halphen [16], les lois de Halphen sont un exemple de construction de nouvelles
lois par multiplication de la loi exponentielle décroissante par la loi exponentielle décroissante inverse.

Sous une forme assez générale, la loi de Halphen s’écrit ! :

H[a,ﬁ,s](m) =

est postérieure aux travaux d’Halphen.

Halphen modifiée 4=1.0,6=2.5

1

g
2(5)
L’allure de la loi dépend de trois parametres :

— le parametre a opere sur la position du mode,
— le parametre 8 agit sur le comportement au voisinage de 1’origine,

— le parametre € définit un comportement de “queue lourde”.
On la connait plus souvent sous le nom de Loi Inverse Gaussienne Généralisée ([25]), mais cette dénomination

1.2 T
—  $=0.001

— p=15

1o} -- =25
— p=45

0.8f

0.6

0.41

0.2}

0.0
0

R

Ko (2v/P¢)

% e

—Bx —ex”

1

Halphen modifiée 4=1.0,5=2.5

(4.2)

1.2 T
— ¢=0.001
— e=0.5
1.0f S -=- =25
“ — e=4.5
\
0.8} v
\
! \
! \
! \
o6 [[! v
1 \
! \
1
1
0.4l |1
1
1
1
1
0.2F) [ 1
1
! D
1 N
lj N
00 L L = L
1 2 3 5

A droite : pour € — 0, on retrouve une loi Gamma.

FI1GURE 4.23 — Lois de Halphen modifiée. A gauche : pour § — 0, on retrouve une loi Gamma Inverse.

Cette construction par multiplication de densités de probabilité s’avere beaucoup plus compliquée ana-
lytiquement parlant que la construction par convolution de Mellin. Cependant le cadre des log-statistiques
permet de mener des calculs puisque I'on sait que la transformée de Mellin du produit de deux fonctions
s’écrit sous la forme d’une convolution de leurs transformées de Mellin (relation 2.3). Ce calcul peut
étre mené a bien dans le cadre du produit d’une fonction exponentielle décroissante par une fonction

exponentielle décroissante inverse, ce qui permet d’écrire ([37]) :

M [efﬂx efgfl} (s)

&
2(5

) & (ovE)

Associée a la propriété TM2 de la transformée de Mellin, cette expression permet de calculer la fonction

caractéristique de deuxieme espece de la loi de Halphen :

¢(s)

1

Ko (2v/B¢)

() s ()

(4.3)

Pour permettre une utilisation plus pratique de la loi de Halphen, nous proposons la loi de Halphen
modifiée en fixant la valeur de a par la relation &« = 8 — € et en introduisant un parametre p de type

échelle, ce qui donne la loi HM|u, 3,¢] :

HM(p, B,€](x)

1

2u(

€

B

)% Kg— (VPe)

1. En pratique, on trouve trois lois de Halphen inspirées de cette définition [37]
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1

B—e—1
)

Ba

m

eu

x

(4.4)




On a ainsi une loi a trois parameétres : un parametre d’échelle (u) et deux parametres de formes, 8 —qui
ressemble au parametre de forme L de la loi Gamma—, et € —qui ressemble au parameétre de forme M de
la loi Gamma Inverse—.

Loi de Halphen modifiée HM |y, 3, €]

HM[M)B)‘E](:E) B—¢ 1

Loi inverse HM [, €, B]
lim HMu, B,e] = GT[u,é]
B—0
Cas limite
lim M|, B,e] = Glu, B
e—0
Construction o Glu, BlGT e
Log-fonction caractéristique 1 K575(2\/ﬁ_s) (5) Kg_cys—1 (2\/65)

my = p W (%)% Kﬁfs+1 (2%)

Moments ma = W W%Kgfyrz (2%)
e = W e () Koo (V)
Ecart type

Coefficient de variation

Log-Cumulants pas de forme analytique connue

—e—1) + 1/ (B—e—1)2+4
Mode (B—e—1) 2(5 e—1) 5,8#

—€ 5 .
Sy

Formulation Meijer o éé:? (@

Fonction de répartition
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4.4 Lois a 4 parametres

4.4.1 Loi “super K”

3.0t K(1,1.4,1.4,1.4)
.

4
250 'F%I(1,0.75)

0.5f

0.0

4
4
GI(1,0.75
( k

25 G(1,0.7 )
austique e

N\

B

1.0}

0.0 :

FIGURE 4.24 — Loi Qgsi dans le diagramme Ry — R3.
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Loi “super K” : Qsk [p, L, M, N]

Osk [NaLaMaN] (x)

LMN 1 30 (L]LINJ;
n T(OTADHIT(N) 0,3 m

L—1,M—-1,N-1

)

L>0,M>0,N>0

Loi inverse

QS’CI [H,L,]\/[, N]

Lhm QS’C[NaLaMaN] - ’C[,LL,]\/[,N]

— 00

Cas limite A}i_ffloo OQsklu, L, M,N] = K|u,L,N]
lim Qskly, L,M,N] = Klu,L, M]
N—o00

Construction H[p]*G[1,L] *G[1,M] *G[1,N]

Log-fonction caractéristique

s—1 I'(L+s—1) I’"(M+s—1) T'(N+s—1)
K TsIT(@) Me-I1T(M) Ns—1I(N)

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

mq =
_ 2 L+1 M+1 N+1
m T rol roven
_ . T T r .
my = {1 oy weran vy T —min(L, M, N)

Log-Cumulants

Mode

Formulation Meijer

Fonction de répartition




4.4.2 Loi “super K” Inverse

KI(1,1.4,1.4,1.4)

-

.
2.5F G(1,0.75‘)L“

2.0f N

2
.

0.5

0.0 :

3.0
.

.
2.5F G(1,0.75‘)L“

1.0}

0.0 :

FIGURE 4.25 — Loi Qg7 dans le diagramme Ko — K3.
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Loi “super K” Inverse : Qskr [p, L, M, N]

QS’CI [:u’v L7 ]\/[7 N] (IE)

—L,—M,-N

98 (i
LIL[N;L F(L)F(M)F 3,0\ TN

L>0,M>0,N>0

Loi inverse

QS’C [‘U,,L,]\/[,N]

Llim Qskzlpw, L,M,N] = KZI[u,M,N]
—00
Cas limite A}iinoo Oskzlp, L, M,N] = KI|u,L,N]
I\Pm QSKI[M;L;MaN] = ’CI[ILL7L7M]
—00
Construction Hp] *GT[1,L] *xGZ[1,M] *GT[1,N]

Log-fonction caractéristique

s—1 I'(L+1—s) I"(M+1—s) T'(N+1-s)
K TI=ST(@) M= T(M) NI—5 I(N)

ma uﬁMﬂfl% L>1,M>1,N>1
, = L M° N L>2M>2N >2
Moments my = p? T—1)(T=2) (M—1)(M— 2) (N 12(N 2) > 4 ;
r D(L=r)L" D(M—r .
me = W (F(L; (F(M)) (N) r < min(L, M, N)
Ecart type
Coefficient de variation
f1 = logp — (U(L) — log(L)) — (¥(M) — log(M)) — (¥(N) — log(N))
Log-Cumulants Re = 9U(1,L) + ¥(1,M) + ¥(1,N)
Br = (-1)"(Y(r-1,L) + Y(r—-1,M) + ¥(r—1,N))
Mode
. 5 - ~L,-M,-N : .
Formulation Meijer LMN# F(L)F(M)F G (LMN# - )

Fonction de répartition

~L+1,-M+1,-N+1,1

;0)

1 é074( T
FOTANT) Y41 | TMNg
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4.4.3 Loi U

3.0F , ]
/
. !/ 4
A / H L4
25F 61,0756 N\ S #1075
*. \ U(1,12,2.0,2.5) e
. N H .
. \ H .’
. \ = 4
2.0r . \ B 4 1
. 2 L4
. K(1,12.2.0) R
. H ’
(o] . H V4
e 15p * : /! ]
H .
= ’
H 4
1.0t N ,
E
]
G(1,2.0:,
0.5 e 1
0.0 -5 0 5
k3

s

0.0 L L L L

FIGURE 4.26 — Loi 9y dans le diagramme ko — K3.
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Loi “U” : Oy [, L, M, N]

Qu [:u’v L7 AI? N] (.I')

L+M-—3
LM T(L+N)T(M+N) (LM;,; 2
Np T(M)T(N)T(L) Np

LMz

e2Nuw Wi—L_—m—2N L-—m (%)
2 ' T2 H

L>0,M>0,N>0

Loi inverse

Quz [MaLaMaN] (m)

Llim Qulpw, L,M,N] = Flu, M,N]
—00
Cas limite A}@OOQM[N,L,M,N] = Flw L,N]
lim Qufu, L, M,N] = Klu,L,M]
N—oo
Hlp] *G[1, L] *G[1,M] *GZ[1, N|
N K {1, L, M] % GZ [1, N]
Construction FlwM,N %G1, L]
Flu. L N] %G1, M]

Log-fonction caractéristique

s—1 D(L+s—1) T(M+s—1) T(N+1-s)
Ls=1T(L) M*—1T(M) NI=*T(N)

mq 7 % N >1
y 2
Moments my = p? A W N>2
r D(L4+r) T'(M+4r I'(N—r .
mer = LTF(L)) M(TF(M)) N,(TF(J\)[) —min(L,M) <r <N
Ecart type
Coefficient de variation
fro= logp + (¥(L) — log(L)) + (¥(M) — log(M)) — (¥(N) — log(N))
Log-Cumulants Re = Y(1,L) + ¥(1,M) + ¥(1,N)
Fr = U(r—-—1,L)+ 9Y(r—-1,M)+ (-1)"¥(r—1,N)

Mode

: . LM 1 ~2,1 ( LMz -N .
Formulation MelJer N_MWGLQ (N—H I — 17 M1 : ) )
. , .. 1 ~2,2 LMz 1, —N + 1 3 .

Fonction de repartltlon m G273 < Nu L, M : 0 >

W est la fonction de Whittaker
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4.4.4 Loi U Inverse

3.0f N 1
\
- \ 4
A H \ L4
25f  G(1,0.755% AN S/ w075
*. : UI(1,1.2,2.0,2%)
[N B / ¢
. H 4 ’
. = / 4
2.0f . H / ’ 1
. :
. : Ki(1,4.2,2.0)
. H *
[a\] . H 4
e 15 \‘ Y i
. H
. :
A
1.0 M 1
[
W
GI(1,21
0.5F 2, 1
0.0 -5 0 5
k3

FIGURE 4.27 — Loi Oy dans le diagramme ko — K3.
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Loi “U” Inverse : Qur [p, L, M, N]

L+A173+2
T(L+N)T(M+N 2 Ly }
Quz 1, L, M, N] () LJJ\V@ r((zc;) r)(zé) F-ZL)) (Lzyx#) eNe Wisz-g-an 1-u (%)
L>0,M>0,N>0

Loi inverse Qu [u, L, M, N] (x)

Jim Qulu, L M,N] = Flu,N,M]|

—00
Cas limite n}iinoo Qulp, L, M,N] = Flu,N,L]

lim Qufu,L,M,N] = KZI[u,L,M]

N —o0

L>0,M>0,N>0

M #GT[1,I] % GT[1,M] # G [1,N]
Construction ]IC__I[LE jVL}V]}?:ggI[[l }

Fli N, L) %G [1, M]
Log-fonction caractéristique st ES?*;;; };}f&lﬁ(}% E(SJYT;&&[))

my = ,uLLl MMl min(L, M) > 1
M? N :
Moments me = u? (L( 1)(L 5 ((M 1))(M(2) )TH min(L, M) > 2
r D(L—r) M—r I'(N+r .
my = W TerEE) 00 N —N < r <min(L, M)

Ecart type

Coefficient de variation

Fio= logu — (U(L) — log(L)) — (¥(M) — log(M)) + (¥(N) — log(N))
Log-Cumulants Re = 9(1,L) + ¥(1,M) + \I/( ,N)
Rr = (-1)"9(r-1,L)+ (-1)"¥(r—-1,M) + ¥(r—1,N)

Mode

Formulation Meijer

Fonction de répartition m Gég <LIX4I#

W est la fonction de Whittaker
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4.4.5 Loi W

Appliquée a la fonction de répartition, la condition B.43 impose :

L <Net M<N (4.5)

- L4

R4
'ﬁ%|<1,o.75) 1

A Y
2.5t G(1,0.75‘)L\‘ N
s N K(L1.02.

2.0t

1.0}

0.5

0.0

3.0} i

A ’

4
z vd

: /Gi(1,0.75)
caustique loi K ,*

: ’
/ : 4
z ,

2.0}

0.5}

0.0

FIGURE 4.28 — Loi Qyy dans le diagramme &Ko — k3.

122



Loi “W” : Oy [, L, M, N]

L+M-3

(N T 2 _ LMz Iz
Qw [, L, M. N) (2) Brromm () 7 ¢ Wiy o (K)

L>0,M>0, N>min(L, M)

Loi inverse Owr [p, L, M, N]

Llim Owlu, L, M, N] = B
—00
lim Qywlu, L, M, N] B
M.~>oo
Cas limite ngnoo Owlp, L,M,N| = Klu, L, M]
li L,M,N| =
Jm Qwlw, L, M, N] g
li L,M,N| =
lim Qwlu, L, M, N] g

N

Construction { g

s—1 [(L+s—1) I'(M+4s—1) N°~!'T(N)

Log-fonction caractéristique To-1T(L) M°-1T(M) T(N+s-1)

mq 1% ’
Moments my = p % % NL_H
r T(L+r) D(M+r) N"T(N .
my = W L5 F(L)) M(T F(M)) F(Nir)) r > —min(L, M)
Ecart type
Coefficient de variation
k1 = logp + (U(L) — logL) + (¥(M) — logM) — (F(N) — logN)
Log-Cumulants Re = Y(1,L) + ¥(1,M) — ¥(1,N)
fy = U(r—1,L) + U(>r—1,M) — U(r—1,N)
Mode
: y LM _T(N) #20 ( LMz ; N—1
Formulation Meijer N F(M)F(L)GLQ ( Ne | L1, M—1 : ' )
Fonction de répartition F(Eﬁi)(még:é (LNA{L”” L1]V[ ! ]8] )

W est la fonction de Whittaker
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4.4.6 Loi W Inverse

3.0
. .

R4
/ 'ﬁé|(1,o.75)

N
2.5F G(1,0.75‘7L\‘ :
. KI1(1,1.0,2.0}/ .

2.0f N

1.0f '\

-

0.5

-
-

A

A Y
250 G(1,0.75 .
%, caustique lai Kl

A

20} \

05} Vi

0.0 .

FIGURE 4.29 — Loi Qyy7 dans le diagramme ko — R3.
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Loi “W?” Inverse : Qwz [, L, M, N]

QWI [MaLaMaN] (m)

L+M-—-3 +2
N I'(N) LMpu 2 o= S
LMp T(L) T(M) Nz ’

1+L4+M—2N L—M LM'U‘
+L+M 2N LN Nz

L>0,M>0, N>min(L, M)

Loi inverse

QW [MaLaMaN]

Jim Quzlu, L, M,N] = BI[u,M,N]
Jim Quzlu, L, M,N] = BI[u,L,N]
Cas limite ngﬂoc Qwzlp, L, M,N] = KI[u,L, M]
i Qwzlp, L, M, N] GZ [p, M|
Jim o Qwszlw, L, M,N] = GI|p, L]
Construction

Log-fonction caractéristique

s—1 D(L+1—s) I'(M+1—s) N'7°D(N)
LT=ST(L) M= T(M) T(N+1—s)

= gt L1 >
2 2 — —
Moments my = 1 iy mrery e L>2, M > 2
» D(L—r) D(M-r) N-"T(N :
Me = H L*(T F(L)) ]LIET F(]L)I) F(N—(r)) r < min(L, M)

Ecart type
Coefficient de variation

Fio= logu — (U(L) — log(L)) — (W(M) — log(M)) + (¥(N) — log(N))
Log-Cumulants Ry W(1,L) + ¥(1,M) — (1, N)

Rr = (-1)"(¥(r—-1,L) + Y(r—-1,M) — U(r—1,N))

Mode

Formulation Meijer

N T'(N) GO,Q(
LMp T(M)T(L) ~2,1 \ TMp

Fonction de répartition

I'(N) Ne | L—L+1,-M+1

~0,3
T(M)T(L) Gl (L]LIM

W est la fonction de Whittaker




4.4.7 LoiY

Appliquée a la fonction de répartition, la condition B.43 impose :

L < N

3.0p
2.5F G(1,0.75‘)L“
.

2.0f N

,_.
T
I
©
[N)
5]
-~
S

0.5

L4

R4
'ﬁ%|<1,o.75)

3.0}

A

FI1GURE 4.30 — Loi Qy dans le diagramme
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Loi

“Y’?

- Oy [, L, M, N]

Qy [ILL7L7]\/[7 N] (x)

L T'(N)

D(M+L)

MNp T(M)T(L)

—M-1
Lx X .
T(M+N) (MNM) 1F1 (M+ L; M+ N;—

L>0, M >0, N>max(L, M)

8|2
N—

Loi inverse

Qyrz [, L, M, N] (z)

Jim Qylp, L, M,N] = GT[p, M]
Tim Oyl LAMN] = BlpLN]
—00
Cas limite J\}E;DOOQ:V[M)LaMaN] = ]:[MaLaM]
lim Oylu,L,M,N] = GTI|[u,M]
N—L+
li L,M,N| = L
Jim Qylu, L, M, N] G [u, L]
Construction B, L,N] *GT [ =1, M]

Log-fonction caractéristique

s—1 [(L+s—1) I'(M+1-s) N°~!'D(N)
K TsIT(L) MU T(M) T(N+s—1)

my I MM1 M>1
Moments my = p? L(LH W NLH( : M>2
r T(L+r) T(M-r) NT"D(N
my I T(L) M TN TNty —L<r<M
Ecart type
Coefficient de variation
F1 = logu + (U(L) — logL) — (¥(M) — logM) — (U(N) — logN)
Log-Cumulants Re = ¥(1,L) + ¥(1,M) — ¥(1,N)
Rr = 9(r-1,L)+ (-1)"'¥(r—-1,M) — ¥(r—1,N)

Mode

Formulation Meijer

L

I'(N) G1,1< Lz
MNp T(M)T(L) 72,1 \ MNpu

Fonction de répartition

T(

F(M)F(L)

M) Gy

I\DI\'J
Y
.
=
RS

1,-M+1 N>
;0

1F1 est la fonction hypergéométrique confluente
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4.4.8 Loi Y Inverse

Appliquée a la fonction de répartition, la condition B.43 impose :

L <N (4.7)

3.0 1
. .

A Y R4
2.5t G(1,0.75‘)L\‘ L/ 'ﬁé|(1,o.75) :

2.0f N

L e

0.5

3.0} R

’

4
250 G(1,0.75 ,ﬁé|(1,o.75) 1

2.0}

0.5}

FIGURE 4.31 — Loi Qy7z dans le diagramme ko — <3.
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Loi “Y” Inverse Qyr [u, L, M, N]

MN __T(N)

'(M+L) ( MNz

Qyrz [u, L, M, N](x)

Lp T(M)T(L) T(M+N)

M-1
(M2)" R (M4 LM N - M)
L>0,M>0, N>max(L,M)

Loi inverse

Qy [NaLaMaN] (‘T>

Jim Qyzlu, L, M,N] = G[p, M]
dim Oyrlu LM,N] = BIlu,L,N]
Cas limite J\}gnoo Qyzlp, L, M,N] = Flu, M, L]
g Qyzlu, L, M,N] = Glu, M]
Jim Qurle, L, M,N] = GI[u, L]
Construction BI [pt, L, N] *G[p =1, M]

Log-fonction caractéristique

s—1 [(L+1—s) I'(M4s—1) N'7°T(N)
K TT=T(L) Me1T(M) T(N+i—s)

mp = U % Aot L>1
2 — —
Moments ma = MQ (Lfll)l(L72) M]\}_l Gl 1]3](2N 2) L>2
_ » I(M%r) T(L—r) N~"T(N
my = T F(M)) L*(T ) F(Nfr)) —M <r<L
Ecart type
Coefficient de variation
R1 = logp — (¥(L) — logL) + (U(M) — logM) + (¥(N) — logN)
Log-Cumulants Re = 9(1,L) + ¥(1,M) — T(1,N)
Rr = (-1)"0(r—-1,L) + ¥(r—1,M) — (-1)"¥(r —1,N)
Mode
. L .
Formulation Meijer ]‘g—fj r(ﬂ%%mG%é <MLIZI v ; oy >
= ) 1,-L+1
Fonction de répartition F(g}%%L)Géjg (MLJX”“ ‘ ’ M+ ’ 0.—N +1 )

1F1 est la fonction hypergéométrique confluente
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Chapitre 5

Les lois généralisées usuelles définies
sur R

Pour passer d’une loi décrivant une variable aléatoire X, de densité de probabilité p(x) et de log-
fonction caractéristique ¢(s), & une loi décrivant une variable aléatoire Y telle que X = Y, de densité
de probabilité p, (z) et de log-fonction caractéristique ¢, (s), on utilise les relations 2.55 et 2.56 :

po(y) = Inly" Y p(y")

¢<1+51)
n

Les log-cumulants (r > 1) s’obtiennent de fagon simplissime (relation 2.57) :

Py (s)

- 1
Rnp,r = —TK,T

n
Dans ce catalogue de lois généralisées, seule la loi exponentielle décroissante généralisée porte un nom

spécifique qui est “loi de Weibull”, les autres étant tout simplement dénommeées en rajoutant “généralisée”
a leur nom initial.
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4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

15

1.0

0.5

0.00

5.1 Lois a deux parametres

5.1.1 Loi de Weibull W [u, 7]

Lois de Weibull, x=1.00

=
I

33?&

U W N =

Lois de Weibull, x=1.00

4.0 ‘ ‘
— p=-1

35 - =
— =3

3.0 — =5
— n=-10

25

2.0

15

1.0

05

‘ —
005 1 2 3 4

FIGURE 5.1 — Loi de Weibull

3.0p

2.5F

2.0f

1.0p

0.5F

0.0

-10
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FIGURE 5.2 — Loi de Weibull dans le diagramme kg — K3
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Loi de Weibull : W [, 7]

7]71 z \"1
W [,7] (2) Wo(z) e
Loi inverse W, —n] (z)
Casn=1 Glu, L=1](z)
Casn=2 RN [, L = 1] (x)
Cas limite n — oo Hip]

Construction

Généralisation de la loi exponentielle décroissante

Log-fonction caractéristique

s—1 s—1
I F(1+ o )

my = ul"(l—i—%) n>0oun<-—1
_ 2 2 —
Moments my = pI(l4+3) 7>0o0un<-2
o r r>-n si n>0
M ,ul"(l—i—n) {7’<7} si p<0
Ecart type u\/F(le%) - F(1+%)2 n>0oun<-—2
Coefficient de variation ;((11415))2 -1 n7>0o0un<-2
R1 log u + y
Log-Cumulants Ro = n% v(1,1
P _ ¥(r—-1,1)
i - n'r‘

Mode

1
(ﬂ_—l)nu si n>1oun<0
0 si n €)0, 1]

Formulation Meijer

Fonction de répartition




5.1.2 Loi Gaussienne Généralisée NG [0, 7]

Lois Gaussienne Généralisée, 0=1.00

1.2f

n=0.5 ||

FIGURE 5.3 — Loi Gaussienne Généralisée

350 o

3.0

L4
4

L4
,*G|(1,o.6:§)

2.5F

2.0f

1.5¢

1.0p

0.0

v o

-10

FIGURE 5.4 — Loi

Gaussienne Généralisée dans le diagramme Ro — K3
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Loi Gaussienne Généralisée : NG [o, 7]

NG [o,n] (x)

()

(3]

Loi inverse

sans

Cas limite

Construction

Log-fonction caractéristique

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

— led 2
mo= s

— o? 3
ma = T (3

_ a” 1+r
me = s

k1 = logo +
, . v(13)
Log-Cumulants Fo = —nt
n
1.1
I%T _ \II(T Tl. 7 )
n
Mode 0

Formulation Meijer

Fonction de répartition

S =




5.2 Lois a trois parametres

5.2.1 Loi Gamma Généralisée GG [u, L, 1]

Lois Gamma Généralisée, n=1.00 7=0.7

3.5F

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0r

0.5

Lois Gamma Généralisée, n=1.00 =5

I
U N
o

[t el el o

Il
fu
o

0.00

[l el
Il Il

I
B 0N

o

1.0r

0.8

0.6

0.4

0.2

Lois Gamma Généralisée, 4=1.00 n=-0.7

Lois Gamma Généralisée, 4=1.00 7=-5

I
uN e
o

IFI_T_V_
—
o

0.00

4t S

FIGURE

9.5 —

I
H 0N

[t
o

6(1,0.6)
\
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N
NN
+6G(1,0.1,5.0)
"

G

GI(1,0.6)
,

2.0

Généralisée ,
7

0.5

10

.
GI(1,0.9)*
L.

.
.

20

FIGURE 5.6 — Loi GG dans le diagramme Ko — K3
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Loi Gamma Généralisée : GG [u, L, ]

GG [, L, n) (x) bl 12 (Lfﬂ”) e L>0
Loi inverse GG [, L, —n] (x)
limy o GG [, L, 7] = My
Cas limites limr oo GG [Ma L, 77] = ,H[:u]
lim,o GG [u, g n} = Ll 0]

Construction

Généralisation de la loi Gamma G, [u, L] (x)

Log-fonction caractéristique

Ms—l F(LTS:f)

L% (L)

Moments

Ecart type

1
mp; = ,uF(LL—h’) n>0oul>-1
L7 I(L) K
2
my = ,LLQF(;+”) n>0ouL>—-2
L7 (L) K
» D(L+2) r>-nL si n>0
my = e — .
L7 T(L) r<-nL si n<0

\/F(L)F(H%)F(H%,)Q
0

2
LT(L)2

77>00uL>—%

2
Coefficient de variation w -1 n>0o0ul>-2
r(L+1) n
fro= logu + “P(L)*nlog(L)
Log-Cumulants Ry = —\I'(IQL)
n
Eo— Y(r-1L)
T - nr
1
nL—1\" nL—1
Mode ( nL ) HooSt w0
0 sinon

Formulation Meijer

Fonction de répartition
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5.3 Lois a quatre parametres

5.3.1 Loi K généralisée KG [u, L, M, n)]

Lois K Généralisées, ;=1.00,7=2.00

L=1M=0.5

L=1M=1
L=1M=3
L=1M=10

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Lois K Généralisées, ;=1.00 M=L+3,7=-2.00

L=1M=4|]

L=2 M=5
L=3 M=6
L=5M=8

0.00

FIGURE 5.7 — Loi KG

3 4 5
Loi K Généralisée, n=0.70
£1.037) kG1,1.0084=070)  CNLO37TL
8 \ v .
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A
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v\ ’a
LM /e
)
2b ST
ARy
i
\En
e
0
160 —40 ~20 0 20 40
g

FIGURE 5.8 — Loi K£G dans le diagramme &Ko —
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Lois K Généralisées, ;=1.00,7=0.75

1.0

L=4.0 M=2
L=4.0 M=3
L=4.0 M=5
L=4.0 M=10

Lois K Généralisées, p=1.00 M=L+3,7=-0.50

0.6

L=2 M=4
L=3 M=5
L=5M=7

L=8 M=10 |

Loi K Généralisée, n=-3.00

1.2
“ _6(1.1.30) GI(1,1.30). ;
\ ,
N .
. v ’ *
1.0 . \ g ‘
. \ .
. \ ¢
. \ ’
. \ G(1,}%,0.4,7=-3.00)
08 . v B
N \
N \
. \
~ . \
0.6 > \
.
A ' .
. ‘ ’
04 s kee100.8,0=3.00
v i .
v 1 ifKG(1,1.0,12,1=-3.00)
v
02 -
| BG(1,1.0,1=-3.00)
\
H
0023 ) -1 0 1 2 3
K3
R3



Loi K généralisée KG [u, L, 1)

KG [, L,n] (x)

1 x

1 1 1
2|n| Ln Mn [ Ln M
I'(L)I'(M) M w

Sk
N——
3
T
~
1
[N}
7 N
t~
S
= gl
8
N———
vl
| S

Loi inverse KG [w, L, —n] (z)

limy, o0 KG [, L, M,n] = GG [u, M, 1]
Cas limite

limps o0 KG [, L, M,n] = GG [, L, 7]
Construction Généralisation de la loi IC

Hlpu] * GG [1,L,n] *GG[1, M,n)

Log-fonction caractéristique

s—1 DL+2g2) T(M+27E)
s—1 T

—
L7 T(L) M 7 T'(M)

1 1
my = MF(1L+”) M n >0 ou min(L, M) > —2
(L) M7 (M) n

LT
Moments me = pu? M w n >0 ou min(L, M) > —2
L7 T(L) M7 T'(M) n
my = Tww 17 >0 ou min(L,M) > —=*
L7 T(L) M7 T(M) 7
fio= logp + (U(L)—logL + W(M) —log M)
Log-Cumulants Re = 77% (U(1,L) + ¥(1,M))
Rp o (U —=1,L) + ¥(r—1,M))

Mode

Formulation Meijer

Fonction de répartition
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5.3.2 Loi de Fisher Généralisée FG [, L, M, 1]

Lois de Fisher Généralisées, ;=1.00 M=L+3,7=2.00 Lois de Fisher Généralisées, n=1.00 M=L+3,7=0.50
— L=1M=4 — L=2M=4
14f — L=2M=5 2.0 — L=3M=5 ||
. L=3M=6 — L=5M=7
1.2f — L=5M=8[1 — =8 M=10
1.0+ 1 1
0.8 ]
0.6 ]
0.4f \ 1
\
0.2f \ 1
A\ |
P / L L L T
005 2 3 4 5 009 1 2 3 4 5
Lois de Fisher Généralisées, u=1.00 M=L+3,7=-2.00 Lois de Fisher Généralisées, y=1.00 M=L+3,7=-0.50
— L=1M=4 — L=2M=4
L1.4p — L=2M=5[1 — L=3M=5
— L=3M=6 08 — L=5M=7 Qt
1.2} — L=5M=8[1 — L=8M=10
1.0r q
0.8F [ q
\
0.6 | 1
|
0.4F | \ ]
|
0.2p ]
009 1 — 3 7 5
FIGURE 5.9 — Loi FG
Loi de Fisher Généralisée, n=0.70 Loi de Fisher Généralisée, n=-3.00
10 G(1,1.48) GI(1,1.48;
. {60037 GI(1037) . o ' } R
8r s G(1,1.0,0.8,=0.70) ¢ 1 . £G(1,1.0,0.4,72-3.00) , .
s bt s . \ / R4
‘\ B /// :" 0.8 \‘ \ /l .
Je , .
v ’ “ ’ ’l
, /
oF S 1 i . ot
(11.0,1.3,720,70) 06 N / S
2l 4 o' 2l A ! ’
e . e * /
at o i 5(1,1.0
" 0.4 !
) T
GG(L1.0r0.70) s 1 YF6(1,10,1.2,7=-3.00)
s ’ \ G
L ‘e .
2t Neid — .
v 0.2
Nia %G(1,1.0,4=-3.00)
W
L W
%60 —40 ~20 0 20 a0 50 00233 1 0 T 2
K3 K3

FIGURE 5.10 — Loi FG dans le diagramme ko — K3
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Loi de Fisher Généralisée FG [u, L, M, 1]

1 nL—1
<LF z

5 , s

FG . L, M, 1) (=) L TN AT
(+(52))
M"N
Loi inverse { ;g {Z ’ f,j\lf n]n]
- limps oo FG [, L, Myn] = GG [, L, ]

Cas limite { limp, o0 FG [, L, M,n] = GG [u, M, —n]
Construction Généralisation de la loi de Fisher

Log-fonction caractéristique

n

o1 (i) T i)

5— 1—s
L7 T(L) M7 T'(M)

r(L+1) r(mM-1) M>L s >0
my = T "
L7 T(L) M~ 7% T(M) L>—. st 7<0
. 2
Moments my = 42 F2L+%) r(1\24_§7) { M > n, s? n>0
L7 T(L) M~ 7 T(M) L>-2 si n<0
my = " F(TL+7—T]) F(J\ffﬁ) —nL <r<nM si n>0
" L7 T(L) M7 (M) nM<r<-nL si n<0
R logp + 3 (¥(L) —log L — (¥(M) —log M))
Log-Cumulants Ro = n% (¥(1,L) + ¥(1,M))
Ror o ((r=1,L) + (=1)"¥(r —1,M))
1 1
p M7 ((nLﬂ)M) "G (L—DM
Mode s L(nM+1) L(nM+1)
0 sinon
i 1 T _pMa1-—1
Formulation Meij L lln go (L2 noo
ormulation Meijer TLIM) 1o % Yt I L — % :

Fonction de répartition

1
=1,2 oz 1, -M+1 ;
NeRINEry Gw( Ea L .0 ) n>0
1 n
~1,2 L7 1,-M+1 ; .
1- F(L)lr(M) Gyl ((M%, ﬁ) L ;0 ) n<0
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5.3.3 Loi Beta Généralisée BG [, L, M, 1]

Lois Beta Généralisées, u=1.00 M=L+3,7=2.00

— L=1M=4 — L=1M=4
3.0 f\ — L=2M=5] 5 — L=2M=5/
[ — L=3M=6 — L=3M=6
25l I —— L=5M=8 —— L=5M=8
| 4 |
[
20l | ]
. |
| ‘
| 3 4
[
1.5¢ 4
l
| 2 1
1.0t | | ]
[ L ]
0.5¢ | 1 ! S
009 T 2 3 7 5 % 1 T 3 4 5
Lois Beta Généralisées, ;=1.00 M=L+3,7=-2.00 Lois Beta Généralisées, n=1.00 M=L+3,7=-0.50
350 — L=1M=4|] 12 — L=1M=4]]
— L=2M=5 — L=2M=5
0 — L=3M=6| Lol — L=3M=6]|
— L=5M=8 — L=5M=8
2.5¢ 1
0.8F ]
2.0r 4
0.6f 4
1.5¢ 1 \ \\
oar| [ | \ )
1.0t 4 ‘ \
U i
0.5¢ 1 02 “
00 4 5 0.9 1 2 4 5
FIGURE 5.11 — Loi BG
Loi Beta Généralisée, n=0.50 Loi Beta Généralisée, n=-2.00
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ osf -, ‘ 6(1.2.47) 7 GI(L2.47 ‘ o
6(1,0.37) GI(1,0.37). . . ‘\ ,’ R
8 ~ N e . \ H / K R4
04l (1,1.0m=-2.00) |
R
: .
6 1 /
: .
: 0.3} . ]
: ’
™ H (3] ¢
83 : e
at : J
: 0.2F G(1,1.0,1.7,9=-2.00)
G(1,1.0,1.3,=-2.00)
T 1 0.1f 1
%60 ~40 20 20 40 6 0.0 05 0.0 0.5
K3
FIGURE 5.12 — Loi BG dans le diagramme Ko — k3
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Loi Beta Généralisée BG [, L, M, n)

BG [p, L, M, n] ()

Loi inverse BG [M, L, M, —77]
Cas limite .

{ limys o+ BG [, L, M,n] = H[y]
Construction Généralisation de la loi Beta

BG [u, L, M,n] *GG [u=1,M,n] = GG [u, L,n]

Log-fonction caractéristique

o1 D(L+=2) v
s—1 =
L5 ry T(M+E)

Moments

— P(L+1) p7 () V(L, M) si p>0
L= BT r(r) T(M+3) | min(L, M) > —% si n<0

m . 2F(L+%) IW% (M) V(L, ]\/[) s1on > 0
2T Wy T(e2) | min(L, M) >-2 s <0

m. = ) M T V(L, M) st n>0
" B rm t(M+2) | r < —nmin(L, M) si 7 <0

Log-Cumulants

71 logp + 3 (¥(L) —logL — (¥(M) —log M))
Fo = = (U(1,L) — ¥(1,M))
R o= e (U(r—1,L) — U(r—1,0M))

o () s oo @ aean
n>0 pw M si L>1 et M<L+1
L
Mod 0 si L<y et M>L+1
ode bimode si L<i et M<L+1
1 1
A (el )T s M > Lt
7 <0 R nM—1)—1
p M si M<L+1
Ln
lnl L7 T(M) ~1,0 25\ ML
. .. n / n . )
Formulation Meijer w o T Gi <(M% ﬁ) L — % : n >
L) A1 5o\ s M 0
(L) 72,2 XD L - 0 n>
Fonction de répartition i o
| _ LN A1 L7« 15 M <0
r) e\ Z0) L. o
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Chapitre 6

Les lois usuelles en imagerie
cohérente (lois en amplitude)

Bien que pouvant étre considérées comme des cas particuliers des lois généralisées, les lois dites “en
amplitude” et particulierement bien adaptées au traitement en imagerie cohérente ' méritent un chapitre
dédié permettant aux utilisateurs de trouver les grandeurs souhaitées pour leurs données.

Comme dans le cas des lois généralisées, on sait que pour passer d’une loi décrivant une variable
aléatoire X, de densité de probabilité p(x) et de log-fonction caractéristique ¢(s), a une loi décrivant une
variable aléatoire Y telle que X = Y2, de densité de probabilité pa(x) et de log-fonction caractéristique
da(s) (ce qui signifie que 'on traite Pamplitude y et l'intensité # = y?), on utilise les relations 2.58 et
2.59 :

2y p(y®)

pa(y)

ba(s) = ¢(1+521>

Les log-cumulants (r > 1) s’obtiennent de fagon simplissime (relation 2.60) :

1

RAr = ?’ir

Dans ce catalogue de lois en amplitude, seules la loi exponentielle décroissante et la loi Gamma portent
un nom spécifique (loi de Rayleigh et loi de Nakagami), les autres étant tout simplement dénommées en
rajoutant “en amplitude” & leur nom initial 2. Une loi un peu & part, la loi de Rice (dans sa formula-
tion traditionnelle et dans une nouvelle formulation qui s’averera judicieuse lorsque I'on voudra estimer
cette loi) entre aussi dans cette catégorie puisqu’elle est caractéristique des images en amplitude (voir le
paragraphe 1.3.3).

1. La quasi totalité des agences spatiales fournissent des données en amplitude, trés rarement en échelle logarithmique.
2. A noter que dans ce document on parle de “loi xxx en amplitude inverse” plutot que de “loi xxx inverse en amplitude”.
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6.1
6.1.1 Loi de Rayleigh R[]

Lois en amplitude a un parametre

Loi de Rayleigh, y=1.00

3 4 5
FIGURE 6.1 — Loi de Rayleigh
~ 4
~ 4
\6(1,1.0) GI(1,1.0)
~ 4
1.5F \\ /’
~ 4
Y ’,
Y ’,
Y 4
AY 4
Y 4
AY ’
A Y ,
1.0 S .
[a\l
li \\ /’
\ ’
AY ,
\ ra
AY ’
AY 1
0.5} R
' R(1Y, )
via
(H
AR
0
'
ool ‘ ‘ 1 ‘ ‘
-3 ) -1 0 1 2
K3

FIGURE 6.2 — Loi de Rayleigh
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Loi de Rayleigh

R [u] (z)

Loi inverse RZ [u) ()
Construction
Log-fonction caractéristique pim T (5
my pT ~ 0.886
Moments ma u?
my p'T(1+%) r>-2
Ecart type 1 427” ~ 0.463
Coefficient de variation 4';“ ~ 0.523
k1 = logu + %\Il(l)
Log-Cumulants Re = % U(1,1)
feo= () ¥(r-1,1)
Mode % wo~ 0.707 p

Formulation Meijer

Fonction de répartition
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6.1.2 Loi de Rayleigh Inverse RZ [u]

Loi de Rayleigh Inverse, ;=1.00

0.6

0.2}

O.O0

FIGURE 6.3 — Loi de Rayleigh Inverse

’

~
: GlI(1,1.0)¢ 7
4

“\g(1,1.0) :
~ E ,

1.5t :
N :
: ’

0.5f

FIGURE 6.4 — Loi de Rayleigh Inverse
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Loi de Rayleigh Inverse

RI [] () 2 ()% ()"
Loi inverse R[] (z)
Cas limite

Construction

Log-fonction caractéristique pTIT (14 52

mi = pl(z) = pyr
Moments me = sans
m, = up T (1 — %) r<2
Ecart type sans
Coefficient de variation sans
k1 = logu — %\Il(l)
Log-Cumulants Fp = $¥(1,1)
for (-3) v -1,1)
2
Mode \/g U
_ 2| _1
Formulation Meijer 2 G0l ((E) 2 5o )
® ’ = . N
= 21 1,0
. , e 0,2 x ) ) .
Fonction de répartition Gyi ((ﬁ) _— >
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6.2 Lois en amplitude a deux parametres

6.2.1 Loi de Rayleigh-Nakagami RN [u, L]

Lois de Rayleigh-Nakagami, x=1.00

ul

1.5¢ i

Ll el el el
| [ R (I

U WN RO

1.0r

0.5f

O'OO

FIGURE 6.5 — Loi de Rayleigh-Nakagami

2.0

1.5f

0.5f

0.0

FIGURE 6.6 — Loi de Rayleigh-Nakagami
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Loi de Rayleigh-Nakagami

RN [p, L] (z)

2L-1 _ (VIsz)\?
it () )

=

Loi inverse

RNZI[p, L] (x)

Cas limite L — oo

Construction

Log-fonction caractéristique

L7 I(L)
m I'(L+3)
1 K JET)
Moments mg = ( )
r D(L+3 _
my — 12 L% F(L r > 2L
D(L)T(L+1)—(T(L+1))?
Ecart type N\/ r(L)r(L(+1) b)
. .. r(OrL+1) ~ 1
Coefficient de variation (F(L+%))2 1 VI

Log-Cumulants

R1 logp + 5 (U(L) — log (L))
Ry = 1 Y(L,L)
fr o= (3) ¥(r-1,L)

Mode

Formulation Meijer

Fonction de répartition
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6.2.2 Loi de Rayleigh-Nakagami Inverse RNZ [y, M]

Lois de Rayleigh-Nakagami Inverse, x=1.00

L i i S
U WN RO

2.0 T T T T T T T

.

1.5F

0.0/

FIGURE 6.8 — Loi de Rayleigh-Nakagami Inverse
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Loi de Rayleigh-Nakagami Inverse

RNZ [p, M] (x)

(L ?

2M+1
u) o

Loi inverse

Cas limite M — oo

Construction

Log-fonction caractéristique

o1 D(rt i)

1—s
M~z T(M)

_ VM T(M-3) 1

Moments my = plils M>1
M2 T(M-%
my = ‘U,T F(%)z) r<2M
y I_1)_ 7_1y)2

Ecart type NN/M\/ LONEM (D) > g
Coefficient de variation LOOTM-1) _ 1 pr~q

e

fi = logu — 5 (¥(M) — log (M))
Log-Cumulants Re = i U(1, M)

fro= (=300 -1,M)
Mode 21%%1/‘

Formulation Meijer

Fonction de répartition

153




6.2.3 Loi de Rice RC [u, uc]

Loi de Rice, p=1.00

0.8 LA

0.6

0.4}

0.2

pe=0.25
He=0.5" |
ne=1
e =2
e =4

0.0 -
0

~F
©

0.5¢ E
~
Y
0.4 E
0.3+ E
(o]
e
0.2 E
0.1F E
0.0 -
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
K3

FIGURE 6.10 — Loi de Rice. Pour uc — 0, la loi de Rice tend vers

loi de Rice tend vers une loi homothétique.
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Loi de Rice

RC [, pic’] (=) 2 0"

2uc
2

Loi inverse

Cas limite

pn—0
pne—0

= Hly]

= Ry

Construction

Log-fonction caractéristique

- 2
mo= peE D)) A (14 hi )
e >
Moments me = ple W2 Py (2’1 !:L_g)
u2
me = pre @ T(1+2) 1 F (14514
T 14 5) 141 254 2
Ecart type
i)
4en? (1+ )
Coeflicient de variation > £ 1
C

Log-Cumulants

Mode

Formulation Meijer

Fonction de répartition

Iy est la fonction de Bessel modifiée de premiere espece




6.2.4 Loi de Rice RCs [, A]

Une caractéristique parfois dérangeante de la loi de Rice sous son formalisme traditionnel est d’avoir
un coefficient de variation dépendant des deux parametres p (le parametre du chatoiement) et de pe (la
valeur de la cible déterministe). Au vu de cette observation, il est aisé de proposer un nouveau formalisme
pour la loi de Rice faisant intervenir le parametre du chatoiement p et un nouveau parametre A tel que :

N = He
I
et qui permet de retrouver ’amplitude de la cible puisque ’on peut écrire : pc = Au.
Avec ce choix de parametres, la loi de Rice s’écrit alors :

RCo [, \] () = %e*(i_zw) Iy <2/\§> (6.1)

La fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit alors :

: 1 —1
ptl e F<S;L > Fy <1+ i 5 ;1;)\2> (6.2)

On remarque alors qu’elle s’exprime comme le produit de deux termes :
— un terme qui ne dépend que de p: p*~ ' T (%1) et que l'on identifie comme une loi de Rayleigh :
c’est la loi de Rayleigh du chatoiement pleinement développé de notre modele;
— un second terme qui ne dépend que de A : NI (1 + 551 i 1; )\2)
Sous cette forme multiplicative, on peut dire que la loi de Rice est la convolution de Mellin d’une loi
de Rayleigh ne dépendant que de p et d’une loi ne dépendant que de A, notée ici D[A|(x), et décrite
uniquement par sa log-fonction caractéristique, donc sous forme de transformée de Mellin inverse :

1ot o, s—1
DMN(z) = — x %e 1Fy 1+T;1;)\ ds

270 J1 oo

et dont malheureusement on ne connait pas la forme analytique.
Dans ce nouveau formalisme, les premiers moments de la loi de Rice sont donnés par les relations
suivantes® :

my = ,ue_’\2 r (1 + %) wa (1 + %; 1;)\2)
my = ple N 1Fy(2;1;02) (6.3)
m, = e N T(1+2) 1R (145;1;02)

et on remarque que le moment d’ordre r est proportionnel & u” : pu peut alors s’assimiler a un facteur
d’échelle. Cette constatation va avoir une grande conséquence sur le coefficient de variation puisque 1’'on

a alors :
A2 L1-)\2
N = e 1F1 (2,1,)\) _— 1 (64)
(CA+3) 17 (14 510%)

que l'on peut aussi réécrire a Paide de fonctions de Bessel modifiées de premiere espece (voir [38]) :

L 4eX (1+22) - 6.5)
T ((L+M2) 1 (&) + 226 (&)

On note que le coefficient de variation ne dépend que du parametre de forme .

3. Les moments pairs ont aussi une expression polynomiale en X, voir [38]
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Loi de Rice RCa [u, A]

RC2 [, A] ()

2 o~ (5Z+3) I (gAz)
m

w2

Loi inverse

Cas limite

lim RCo [u, A] = R[]
A—=0

lim RCs [, A] = N[)\u,
A—00

Construction

Log-fonction caractéristique

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

mi pe N T (1+3) 17 (1411502
my = u? N 1 F1 (2; 1;)\2) = u? (1 + )\2)
m, preN (14 5) 1B (14 551502)

40N (1422
w (oo (F) - L ()’

eX? | Fy(2;1;02)
(F(+8) 17 (1 510))°

-1

Log-Cumulants

Mode

Formulation Meijer

Fonction de répartition
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6.3 Lois en amplitude a trois parametres

6.3.1 Loi K en amplitude

1.0r

Lois K en amplitude, x=1.00,L=1

o
w =

)

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Lois K en amplitude, x=1.00,L=3

1.4

ZZ%Z

U W =

=

FIGURE 6.11 — Loi KA
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FIGURE 6.12 — LoiK A
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Loi K en amplitude A [y, L, M|

KA, L, M] (x)

1
MLTM) p w

A VI (WI)M”*KM_L [2

\/Wz}
w

Loi inverse

KAT [, L, M| (x)

limp oo KA [, L, M] = RN [u, M]
Cas limite
1im1\/[*>00 ’CA [,LL,L,]\/[] = RN [/L,L]
Construction Hp] * RN [1,L] xRN [1, M]
Log-fonction caractéristique s—1 F(L—p (1)) F(M+q(1))
L7 T(L) M™% T'(M
. D(L+1) T(M+1)
i W VIT(L) VAT
Moments my = p? ( ) o )
. r(L+3) r(M+s B )
M = W TERD) METGn r > —2 min(L, M)
(r(L+4))* (r(m+3))?
Ecart type M\/1 - F(L)F(z+1) F(M)F(J\Z4+1)
Coefficient de variation \/ F(;L()LF_S?)? F((liv([]);ilf)gi) -1
Rio= log(n) + L (W(L) — log(L)) + L (W(M) — log(M))
Log-Cumulants Fo = 1(U(1,L) + ¥(1,M))

%)T (U(r—1,L) + ¥(r

R
N
|
—

-1, M))

Mode

pas d'expression analytique

Formulation Meijer

2
RV / _2,0 vV €T
F(L)lr(M) ﬁMGo,z (( LA )

Fonction de répartition

52,1
F(L)F M)Gl
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6.3.2 Loi K en amplitude Inverse

Lois K en amplitude Inverse, ;=1.00,L=1 Lois K en amplitude Inverse, 4=1.00,L=3

1.2
0.8} — M=1 |[]
M=3
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0.8
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FIGURE 6.13 — Loi KAZ
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FIGURE 6.14 — LoiK AT
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Loi K en amplitude Inverse KAT [u, L, M]

M+L+1
KAT (1, L, M] () e C K-p, |20
Loi inverse KA, L, M] (x)
imyp oo KAZ [, L, M] = RNTI[p, M]
Cas limite
limasyoo KAZ [0, L, M] = RNT[u, L]
Construction Hp] * RNZ1,L] *xRNZI1, M]

Log-fonction caractéristique

s—1 s—1
o1 L7 T(L—252) M7 n(M—F
H T(L) T(M)

)

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

VLT(L-3%) VM T(M-1)

mi= oD min(L, M) > 4
my = ;RL—:l% ) min(L, M) > 1
my = u = g((f?) M2FF(%’E> r < 2 min(L, M)

T(L—1) T(M—1) (L—-3HT(M-1))? .
ﬂvLM\/(mW - (Miran ) min(L M) > 1

D(L)D(L—1) T(M)T(M-1) .
\/(F(L%))z (rOI-1))° 1. min(L,M)>1

Log-Cumulants

fi = log(p) — 5 (¥(L) — log(L)) — 5 (T(M) — log(M))
fo = 2(¥(1,L) + ¥(1,M))

~H)"(¥(r—1,L) + ¥(r—1,M))

R
S
|
—

Mode

pas d'expression analytique

Formulation Meijer

2 1 A02 ( z )2
T(L)T(M) VLMpy ~ 20 VIMpuy

Fonction de répartition

—L+1,-M+1,1 ;. )

_ 2
1 G0’3 ( T )
T(L)T(M) 3,1 VLMpu ;0
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6.3.3 Loi de Fisher en amplitude

Lois de Fisher en amplitude, 4=1.00 M=1

l_l_l_lﬁ
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Fisher en amplitude, y=1.00 M=5
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FIGURE 6.15 — Loi FA
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FIGURE 6.16 — Loi FA

162



Loi de Fisher en amplitude FA [u, L, M]

FAp, L, M| (2)

2

m

i &ﬁj) 7

Loi inverse FA[p, M, L] (x)

limyp oo FA[p, L,M] = RNZ[u, M|
Cas limite

limyroo FA[u, L,M] = RN [u, L]
Construction Hp] * RN [1,L] *RNI[1, M|

Log-fonction caractéristique s—1 F(QL—p (1)) F(M+1{))
L= M~ (M
_ I(L+3) vMT(M-1) 1
mia \/_F(L) (Ib[) 2 ]\/[ > 5
Moments mso u? M I M>1
» T(L+3) M2 D(M-3)
m, = 5 T(AD) 2 —2L <r<2M
Ecart t DLty))” (PM—3)
cart type H M F(L+1) TANT(M—1) >
Coefficient de variation \/ IE(FL()LTLL;F)? F((liv([])\;yi[;) -1 M>1
fi = log(u) + 1 (W(L) — log(L)) — 4 (W(M) — log(M))
Log-Cumulants Ro = i(\II_(l,L) + U(1,M)
Rr (3) ((1,L) + (=1)"¥(1, M))

Mode

(2L—1D)M

. . 2 L 1 ~1,1 Lz | -M + % o

Formulation Meijer AVAYSNeAINET)) Gi; (\/ Mﬁ) I — % -
~ 2 _ .

Fonction de répartition F(L)lr(M) Géﬁ ((\/ ﬁﬁ) L ]g 1 : 0 )
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6.3.4 Loi Beta en amplitude

Lois Beta en amplitude, y=1.00 M=L+3

Lois Beta en amplitude, ¢n=1.00, L=2
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FIGURE 6.18 — Loi BA

164



Loi Beta en amplitude BA [, L, M|

2L—1 2\ M—L—1
L I'(M) vV Lz VILzx VM,
BA[u, L, M] (z) % WF(L)I(‘(MfL) (m#) (1— (\/Wu) ) x € [0, ﬁ#
L<M
Loi inverse BAT [, L, M|

. limproo BA[p, L, M] = RN [y, L]
Cas limite { limpg e BA L M] = H[u]
Construction BA[u, L, M] *RN [p=1,M] = RN [, L]

oot D(E25t) M2 v

Log-fonction caractéristique

L5 (L) r(M+251)

m; =

K VLT(L) T(M+1)
Moments mo = pu?
_ o D(E+3) ME T 9
my = 4oy (D) T(0+5) r > —2min(L, M)
(P(L+1))” r(nr(v+41)
Heart type ”\/ L= T ()’
Coefficient de variation rrEy (P +y)) -1
(P(L+1))* TAOT(M+1)
f1 = logp + 2 (¥(L)—logL) — & (¥ (M) —log M)
Log-Cumulants fe = 3(¥(1,L) — ¥(1,M))
e = (3) (¥(r—1,L) — ¥(r—1,M))
M [2r—
YINE= PR
Mode %u L>iM<3 G}O?J%“{
0 L< % M > %
bimode L<3 M<3
. 3 N A A2l . s M-
Formulation Meijer %LAZI;((IZ[)) G}(l) <(\/%u) L1 2 )
N 2
Fonction de répartition 1;((12[)) Gé% <(\/%i ) }, : ]\04 >




6.3.5 Loi Beta en amplitude Inverse BAZ [u, L, M]

Lois Beta en amplitude inverse, 4=1.00 M=L+3 Lois Beta en amplitude Inverse, ;=1.00, L=2
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FIGURE 6.20 — Loi BAZ
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Loi Beta en amplitude Inverse BAZ [, L, M|

sviiron ()" VIu
BAT [, L, M] (z) 7 VL T T(M—L) (mx)muﬂ S {W’OO[
Nom
L<M
Loi inverse BA[u, L, M)
- limysyoo BAT [, L, M] = RNT[p, L]
Cas limite { limpy v BAZ [p, L M) = H[u]
Construction BAZ [, L, M,n] *RNZ[pn=1,M] = RNZ|p,L]

1—s

Log-fonction caractéristique

s—1 D(L425%) M= T(M)

H L=y T(M+350)

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

_ o NELE-3) 1 1
M= HALTID) T(M-1) L>35 M>3
me = MQ%%T—E : L>1, M>1

_ o, LEr(L-3% (M) .
my, = [ Dk r(ai—3) r < 2min(L, M)

-0\ (_ran Y’
L M- -3 (M
M M(L—11< F(L)2) (F(M_%)>) M>1,L>1

2 2
M-1 (_T(@) r(M-3)\ _
\/Ll <F(L%)) ( ke > 1L M>1,L>1

f1 = logp — 2(U(L)—logL) + 3 (¥(M)—log M)
Log-Cumulants Re = i(\P(l,L) - ¥(1,M))
fr = (-3) (¥Y(r—1,L) — ¥(r—1,M))
VL M— ;
M\/_M 22L+11 S1 ]\/[>L+1
Mode
pvL si M<L+1
) . o vEETM) ~00 [ (ViTz\2| —L—3 .
Formulation Meijer 2T G (—L ﬁ) V!
_ 2| —
Fonction de répartition I;((IZ[)) G(Q)g ((ﬂ;%) b : —M-—i- 1,0 )

167




Halphen modifiée en amplitude ;=1.0,e=2.5

6.3.6 Loi de Halphen modifiée en amplitude

A partir de Pexpression de la loi de Halphen (relation 4.2), on peut directement exprimer la loi de
Halphen en amplitude :

1 2 _
A[Oé,ﬁ,&']((ﬂ) — _ x2a+1 e—Bz —ex (66)

(5) KaovF)

dont la fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

dra(s) = m<%)%l{

Notons que l'analyse des cas limites permet d’écrire ([37]) :

) (2\/@) (6.7)

elgig&?—[MA[a,ﬂ,s,L]( = RN {\/g, oe] (6.8)

lim HMAfo, Be. L(z) = RNI {\/7 ] (6.9)

De méme, connaissant la loi de Halphen en amplitude, on obtient la loi de Halphen modifiée en
amplitude :

1 x 2p—e)-1 _,@ﬁ ek
HMA[, B,e] () = _ <_) T (6.10)
i(3) 7 Koe (V)

ainsi que

vl |

(2\/_) (6.11)

Srumals) = p'= m <%) 4

Halphen modifiée en amplitude ;=1.0,5=2.5

2.5 2.5
— (=0.001 — ¢=0.001
— p=15 — ¢=0.5

»ol -- B=2.5 -- =25
— =45 — =45

1.5}

1.0+

0.5}

0.0 : — -

0.0 3.5 4.0 25 3.0 3.5

FIGURE 6.21 — Lois de Halphen modifiée en amplitude. A gauche :

pour 8 — 0, on retrouve une loi de

Nakagami Inverse. A droite : pour € — 0, on retrouve une loi de Nakagami.
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Loi Halphen modifiée en amplitude HMA[u, 3, €]

HMA[p, B,€](x)

X

)2(575)71 _pal o2

e "u 2

Loi inverse

Cas limite

Construction

Log-fonction caractéristique

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

Log-Cumulants

pas de forme analytique connue

Mode

Formulation Meijer

Fonction de répartition
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6.4 Lois en amplitude a quatre parametres

6.4.1 Loi “super K”

en amplitude

0.8f

0.4]

L4
k4
L4

KA(1,1.4,1.4,1.4) R
: SRNI(1,0.70)
- L4
H .
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0.6

0.3F

0.2F

0.1r

0.0
-1.0

FIGURE

6.22 — Loi Qsica (loi Qsk en amplitude)
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Loi “Super K” en amplitude Qsica [, L, M, N]

QS’CA [NaLaMa N] (IE)

2VLMN 1 ;3.0 (M) .
n D(L)T(M)T(N) 70,3 W L—-1,M—-1,N—-1

L>0,M>0 N>0

)

bl

Loi inverse

QSK:.AZ [MaLaMa N]

limy, 00 QSK:.A [IU/7 L7 A47 N] = KA [IU/7 A47 N]
Cas limite limps o0 Qsxcali, L, M,N] = KAlu, L, N]

limy o0 Qsicalp, L, M,N] = KAlu, L, M]
Construction Hp] * RN [1,L] xRN [1, M] * RN [1, N]

Log-fonction caractéristique

s—1 D(L+251) T(M+251)
S—1 s—1 s—1
L2 T(L) M~Z T(M) N2 T(N)

D(N+251)

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

m I(L+3) T(M+3) T(N+3)
1 ’UQ\EF(L) VMT(M) VYNTI(N)
meo =
m, = pr 2l D) DNGS) o 9 min(r, M, N)

L2 T(L) M2 T(M) N2 T(N)

Log-Cumulants

Fio= logu + 5 (((L) — log(L)) + (¥(M) — log(M)) + (¥(N) — log(N)))
Fo = 2(U(1,L) + ¥(1,M) + ¥(1,N))
fr = 5 (¥(r—1,L) + ¥(r—1,M) + ¥(r—1,N))

Mode

Formulation Meijer

VILMN 1 3.0 <( LMNw)Q
©  T(OTI@) 70,3 1

L-1M-LN-1
. s 1 ~3,1 TNz > 1
Fonction de répartition roranra G ( y m) LN
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6.4.2 Loi “super K” en amplitude inverse

0.8 .

‘. SKAI(1,1.
RN(1,0.70%,

.
0.6 “SKAI(1,1.2,2.
0.4 )

!

0.2F '
Y

|}
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-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

FIGURE 6.23 — Loi Qsxaz (loi Qsi en amplitude inverse)
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Loi “Super K” en amplitude inverse Qsx az [, L, M, N|

QSIC.AI [/1/7 L7 A47 N] (I’)

633 ( (v
\/LIL[N,LLF(L)F(]”)F(N) 3,0 LMNu

L>0,M>0 N>0

—-L+i-M+i -N+1

Loi inverse

QSIC.A [MaLaMaN]

1iH1L4900 QZSKLAI[Nq]Z,A4}]VJ = ﬁ:ftZ[ph.Af,]V]
Cas limite limps o0 Qskazlp, L, M,N] = KAZ[u, L, N]

limy 00 QSIC.AI[,U/7L7M7N] = ICAI[IU/7L7M]
Construction Hp] * RNI1,L] *RNTII[1,M] *RNZI[L,N]

Log-fonction caractéristique

s—1 D(IL+15%) T(M+15°) T(N+15%)
T—s 1—s 1—s
L™z T(L) M2 T(M) N2 T(N)

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

_ VLI(L-1) vMT(M-3) VNT(N-1)
my “2 LF(L) NI‘(M) T(N)
m2 W T3 M1 N-1
» LET(L—%) M2T(M—%) N¥ (N .
m, = pr R MECOEE) NELUS) < 9min(L, M, N)

Log-Cumulants

F1 = logp — 5 ((Y(L) — log(L)) + (¥(M)
fe = 1(¥(1,L) + ¥(1,M) + ¥(1,N))
R (-3)"(@(r—1,L) + ¥(r—1,M) + ¥(r — 1,N))

Mode

Formulation Meijer

—L+1

2
2 2 x
VLMNp D(L )F(M T'(N) G <(\/L]L1Nu)

1 1 .
5—M+5,-N+35 5 . >

Fonction de répartition

~L+1,-M+1,—-N+1,1

2
~0,4 x
FEFanT) Gan ((\/7LMNH)

;0)
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6.4.3 Loi U en amplitude

0.7} A d

0.5} *

0.3F

0.2F

-1.0 -0.5

1.0

0.4F RN(1,1.00

0.2}

0.0

NI(1,1.00)

-0.4 -0.2

FIGURE 6.24 — Loi

Qua (loi Qy
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Loi U en amplitude Q4 |1, L, M, N]|

L+M—-2 1(I¥c)? 2
Y/ D(L+N)T(M+N VI Mz 1 (LM T
Qualp, L, M, N] (z) 2 Gt T ( T ) ot () Wistopoon zom ((JL_TILZ) >
L>0,M>0 N>0
Loi inverse Quaz (1, L, M, N] (z)
1iInL—N)O QUA[/J/7L7M7 N] = -7:-’4 [MaMa N]
Cas limite limar—yoo Qualp, L, M, N] = FA[u,L,N]
imy oo Qualp, L, M,N] = KA[u, L, M]
Hlp| * RN [1, L] * RN [1,M] *RNZ[1,N]
. KA[p, L, M] * RNT[L,N]
Construction FA[u, M,N] % RA[L, L]
FAlu, L, N] * RN [1, M]
s—1 s—1 1—s
Log-fonction caractéristique s—1 F(Lj 2( )) F(ffr?)) F(ﬁjT))
L7Z (L) M2 T(M) N2 (N
I(L+31) T(M+1) VNO(N-1 1
mi= BTy varr(ay TN N>3
Moments me = p? e N >1
» D(L+E) T(M+3) NETD(N-%) 5 .
my = 51 M5ran T 2min(L, M) <r < 2N
Ecart type
Coefficient de variation
fio= logp + 5 ((W(L) — log(L)) + (¥(M) — log(M)) — (¥(N) — log(N)))
Log-Cumulants Fo = 2(U(1,L) + ¥(1,M) + ¥(1,N))
fr = 5 (¥(r—1,L) + ¥(r—1,M) + (-1)"¥(r —1,N))
Mode
F lation Meii 2 VIM 1 G2l Vi’ N_% ’
ormulation Meijer % VN T(LTADDN) 71,2 ( \/ﬁﬂ) I — %7 _% o
_ 2 _
Fonction de répartition m G§§ <(\/%#) 1, LNJ 15 0 )

W est la fonction de Whittaker




6.4.4 Loi U en amplitude inverse

0.8+ 1
SQ : \\ "l
0.7r *. EREE . 1
A3 = \ L4
RN(1,0.75)% R .. #RNI(1,0.75)
0.6} ‘. UAI(1,1.2,Z y S ]
. H 4 ¢
. = / '
05} *. : S ,
N KAI(12 ’
o~ A H L4
e 0.4) * : S ]
. H Il
A ) =
‘ =
0.3 . : 1
A
0.2f L 1
Gl(1,2%p)
0.1} |5 i
00 L L L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
R3
05} 1
0.4  RN(1,1.00 NI(1,1.00)
0.3} |
N H
e
0.2+ 1
0.1f |
0.0 ‘ ‘
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

FIGURE 6.25 — Loi Quaz

(loi Qi en amplitude inverse)
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Loi U en amplitude inverse Qpaz [, L, M, N]

QI/{.AI [,va L7 ]\/[7 N] (IE)

VN D(IL+N)T(M+N) (VIMu s

2
m

VLM T(M)T(N)T(L)

VNz

L+M+41 l(
ez
VNz

(

2 I 2
) Wir-m-2on L-m ((M) >

L>0,M>0 N>0

Loi inverse

Quia [, L, M, N](x)

th—>oo QU.AI[/J/7L7M7N] = -FA[M)NaM]
Cas limite lHmps 00 Quazlp, L, M,N] = FA[u,N, L]
limy 00 Quazlp, L, M,N] = KAZ[u, L, M]
Hp| * RNZ[1,L] *RNI[1,M] *RN [1,N]
. KCAT [, L, M] % RN [1, N]
Construction

FA[u, N, M) *RNT1, L]
FA[u,N,L] *RNT[1, M]

Log-fonction caractéristique

s—1 DIL+452) T(M+452) T(V+251)

1—s 1—s s—1
L™= I'(L) M2 I'(M) N™2 I'(N)

VET(L-4) VMT(M=}) T(N+)

min(L, M) > &

(L) (M) VNT(N)
Moments mo = p? i min(L, M) > 1
S LED(L-%Z) MET(M-Z) T(N+%) .
my = (L) ) NE T —2N < r < 2min(L, M)

Ecart type
Coefficient de variation

Rio= logp — 5 ((W(L) - log(L)) + (W(M) — log(M)) — (¥(N) — log(N)))
Log-Cumulants Fo = 3 (¥(1,L) + ¥(1,M) + ¥(1,N))

fr o= (=3 (¥(r—1,L) + ¥(r—1,M) + (-1)" ¥(r — 1, N))

Mode

Formulation Meijer

2 VIM 1 L2 (\/LI\/II) -L+3,-M+35 ; .
w v toronron 2 | (U, N1 .

Fonction de répartition

N

W est la fonction de Whittaker
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6.4.5 Loi W en amplitude

Appliquée a la fonction de répartition, la condition B.43 impose :

L < N et M < N

0.8f

0.6

0.3F

0.1r

4
-
)
=
e
=
e
N
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||b|||||||||||||||

0.0
-1.0

-0.5 0.0 0.5 1.0

0.8f

0.6

~ ’
M ’

7’

- ”
P . ARNI(1,0.75)
caustique loi KA - 1

’
: ,
: ’

Lois WA

-0.5 0.0 0.5 1.0

FIGURE 6.26 — Loi Q.4 (loi Qyy en amplitude)
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Loi W en amplitude Q4 [, L, M, N]

- L+M-2 | (yTarz\2 2
Qv s L. M. V] (2 P i (VREE) R Wi e ((52))
L>0,M>0, N>min(L, M)
Loi inverse Qwuar [, L, M, N]
th%OO QW-A[Mva]\/[v N] - B'A[MaMa N]
Cas limite limy_oo Owalp, L, M,N] = KAlu,L, M]
liInN~>L+ QW.A[/JHL)M) N] = RN[NHM]
limpy pr+ QW.A[/JHL)M) N] = RN [MaL]
: BA[u,L,N] * RN[u=1,M]
Construction { BA[p, M,N] % RN|p=1.1]
s—1 s—1 s—1
Log-fonction caractéristique s—1 F(Lj "’( )) F(S]\{T ?)) ll\f(;[ +£,(11V))
LT I(L) M~ T(M =
_ C(L+3) D(M+3) VNI(N)
mi = B UTT(L) VM (M) T(N+L)
Moments my = u?
. r D(L+3) D(M+%) NZD(N) P
my = Ere) MErGn TED r > —2min(L, M)
Ecart type
Coefficient de variation
1 = logp + 1 ((W(L) — logL) + (¥(M) — logM) — (¥(N) — logN))
Log-Cumulants Fe = 2(¥(1,L) + ¥(1,M) — ¥(1,N))
fr = 5 (¥(r—1,L) + ¥Y(r—1,M) — ¥(r—1,N))
Mode
_ 2 . _1
Formulation Meijer 2L %Gfﬁ«—%) PR TR N2 )
. s r(N) A2 (VIM 1 ;3 N
Fonction de répartition FONTE) 02,3 (\/_T#) I M 0

W est la fonction de Whittaker
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6.4.6 Loi W en amplitude inverse

Appliquée a la fonction de répartition, la condition B.43 impose :

L <Net M<N (6.13)

0.8f R

4
S ARNio.rs)

06 . KGAI(1,1.0,2.0)/ .

0.3F .

K

o

Sy
:

.
.
~

~

‘

0.1r

0.0 -
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

0.8f R

0.6

Lois WAI
0.3}

0.1}

-1.0 -0.5

FIGURE 6.27 — Loi Qyw.az (loi Qyyz en amplitude)
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Loi W en amplitude inverse Oy az [, L, M, N]

- L+M+1 | (vIMu)? 2
Ozl LN | 3o iy (VERES) e O Wi o ()
L>0,M>0, N>min(L, M)
Loi inverse Qwa [, L, M, N]
thﬂoo QWAI[M,L,M,N] = B.AI[,LL,]\/[,N]
hm]b[—ﬂ)o QW.AI[M)LaMaN] = B'AI[ILL7L7N]
Cas limite limpy o0 Owazly, L, M,N] = KAZ |y, L, M]
limy p+ Quazlu, LM, N] = RNZ[u, M]
limy are Qwazli, LM, N] = RN [u, L]
. BAZ [, L,N] * RNZ[p=1,M]
Construction { BAT[i M,N] % RNT[u=1,1I]
Log-fonction caractéristique s—1 F(L+ ) F(M+ =) N L)
L7 (L) M2 (M) F(N+—)
VLT(L-1) VM T(M-1) (N
my L) oD \/Np((N),%) L>3,M>3
Moments my = p? g g A L>1,M>1
L LEIT(L-%) MEIT(M-%) I(N) .
my = (L) TN N3 F((Nfg) r < 2min(L, M)
Ecart type
Coefficient de variation
Fio= logu — L((W(L) — logL) + (W(M) — log M) — (¥(N) — log \))
Log-Cumulants R = 3 (¥(1,L) + ¥(1,M) — ¥(1,N))
fr o= (3) (W(r—1,L) + ¥(r—1,M) — ¥(r —1,N))
Mode
. .. 2 VN T(N) A0.2 JNe \2| L—5M—-1% .
Formulation Meijer % Vi ranr@ G2 (\/Wu) L N}
_ 2 _ _ )
Fonction de répartition %Gog ((\/\/LEM:E;L) L=Lt1,-M+1 0.—N+1 )

W est la fonction de Whittaker
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6.4.7 Loi Y en amplitude

Appliquée a la fonction de répartition, la condition B.43 impose :

L <N (6.14)

0.8f R

0.7} A

\

A
\
o6l ANLOTI ga 101
A

Th R

0.3F

0.1r

0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

FIGURE 6.28 — Loi Qy 4 (loi Qy en amplitude)

182



Loi Y en amplitude Qy 4 [, L, M, N]

Qy-A [,LL, L, M, N] (x)

2 VL

I'(N)

o VMN D(MI(L) T(M+N)

vl (Vi \ TPV . .7(\/Wu
(m#) Vi (M 4+ LM+ N — (0

N—

)

L>0,M >0, N>max(L, M)

Loi inverse

QyAI [M;LaMa N] (.CC)

th—>oo Qy.A[M;LaMa N] =

limps— o0 Qy.A[MaLaMaN] = BA[/J/7L7N]
Cas limite limpy 00 Qyalp, L, M, N] FA[p, L, M|

liInN~>LJr Qy.A[:uvaMvN] RNI[NaM]

hInN—)]LI+ Qy.A[,u‘vaMv N] RN [,U,L]
Construction BA[p, L,N] * RNZ[p=1,M]

Log-fonction caractéristique

s—1
sm1 DAY T(M+i3e) N*Z T(N)
1—s

L5 ) M o) TV

Moments

Ecart type

Coefficient de variation

. D(L+1) VMT(M-3) VNT(N) 1
mi H \/ZF(ZL) (M) . T(N+1) M >3
mg = p? —Mj\fl M>1
m, = r D(L+3) T(M-%5) NZT(N) 9oL <r < 2M

L) M~ zr(M) T(N+3%)

Log-Cumulants

= logu + L ((W(L) — logL) — (¥(M) — log M) — (¥(N) — logN))
= L(w@a,L) + v(1,M) — ¥(1,N))
)

LW - 1,L) + (1) T(r— 1, M) — U —1,N)

or

Mode

Formulation Meijer

2 VI L(N) ALl ( Tz )2 —M—i—% ; N—%
nVMN TMD(L) =21\ \ VMNp L-1 .

Fonction de répartition

D(N) 1.2 ( L )2
Nt 3.2 \ \ VN,

1F1 est la fonction hypergéométrique confluente
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6.4.8 Loi Y en amplitude inverse

Appliquée a la fonction de répartition, la condition B.43 impose :
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FIGURE 6.29 — Loi Qyaz
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Loi Y en amplitude inverse Qy.az [y, L, M, N|

VMN T(N L(M+L VL —2M+2 . . VilNz \*
Qy.AI [H?Lv‘]\/[v N] (:E) % VL (]LI()F)(L) F((M+N)) (\/M_]ﬁx) 1F1 M+ L’M+ N7 N ( VLp )
L>0,M >0, N>max(L, M)
Loi inverse Qya [y, L, M, N](x)
Nmp oo Qyaz(p, L, M,N] =
limps oo Qyazlp, L, M,N| = BATZ|u,L,N]
Cas limite lmy oo Qyazlp, L, M,N] = FAlu,M, L]
liInN~>LJr Qy.A[:uvaj\/[v N] = RN [/LaM]
limy_ar+ Qyalp, L, M,N] = RNT[u, L]
Construction BAT [, L, N]| * RN [u =1, M]
Log-fonction caractéristique s—1 F(L+ ) F(M+§; ) N F(N)
L r) Mo
. VLT(L-1) T(M+1) '(N) 1
my= ) \/Mr(fw) VNT(N-1) L>3
Moments my = p? P g L>1
_ g LETE-%) Tty T(N) _
Mr = H (L) M3 T(M) N2 T(N—-%) 2M <7 <2L
Ecart type
Coefficient de variation
fio= logu — L((W(L) — logL) — (W(M) — log M) — (U(N) — log N)
Log-Cumulants Fa = $(¥(1,L) + ¥(1,M) — ¥(1,N))
i (=1 (W(r—1,L) + (=1)"U(r—1,M) — ¥(r—1,N))
Mode
. .. TN ~ v \2| =L+ 3% .
Formulation Meijer % %N %Gi (( AiN ) M*%Q I\ )
_ 2 _ )
Fonction de répartition %G ((\/]\{LNI) 1 ]€I+ 1 , . )

1F1 est la fonction hypergéométrique confluente




6.4.9 Compound Halphen en amplitude

En suivant la démarche de Goodman et en partant des lois de Halphen en amplitude, on peut définir
les lois “Compound Halphen” en opérant une convolution de Mellin entre une loi de Halphen et la loi du
chatoiement pleinement développé, c’est a dire une loi de Rayleigh-Nakagami.

Sous sa forme originelle (équation 6.6), cette opération mene & la loi “Compound Halphen” :

HCA[o, 8,6, N)(z) = HA[o, B,e](z) # RN [u = 1, N] (6.16)
dont la fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

drca(s) = ¢mals) gg(s)

1 3 = INN+s-1)
= = (5] Keen (2VBe) S
Ko (24/70) (ﬂ) arest PV T
Or on trouve dans les tables de transformée de Mellin inverse l’expression permettant d’inverser cette

relation (par exemple, [41], relation 7.102). Apres quelques manipulations ([37]), il est alors possible
d’écrire la loi “Compound Halphen” :

K., (22\/@) FJ\([N) (\/E)N (vVa) a2V (e + Nﬁ)# K_ain (2 B(e+ NxQ))

On retrouve ainsi la loi G4(a, v, A, n) proposée par Frery ([20], relation 6), avec v <> &,n <> N et A & 3.
Par construction (relation 6.16), on a directement les cas particuliers abordés par Frery ([37]) :
— Pour € = 0, on obtient une loi K en amplitude puisque 'on a (en utilisant la relation 6.8) :

lim HCAfo, 8,2, N](z) = RN [\/%a} ARN[u=1,N] = KA [N’\/g’a]

C’est le cas “hétérogene” de Frery.
— Pour 8 = 0, on obtient une loi de Fisher en amplitude puisque 'on a (en utilisant la relation 6.9) :

HCAlw, B,e,N](z) =

}iiglOHCA[a,B,E,N](x) = RNI[ i,—a] *RN[p=1,N] = fA[N,,/ia,—a]

—Q

C’est le cas “extrémement hétérogene” de Frery (qu'il note G9).
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Troisieme partie

Estimation des lois

187






Cette partie extrément factuelle a pour objectif d’achever ce tour d’horizon sur les lois statistiques
en imagerie cohérente. Elle va donc regrouper un certain nombre de résultats utiles, en provenance de
sources diverses : sauf exception, ceux-ci seront donnés sans démonstration.

Le chapitre 7 donnera quelques rappels sur des notions telles que I’entropie, la vraisemblance, I'infor-
mation au sens de Fisher ainsi que la définition de la matrice de Fisher. Diverses méthodes d’estimation
des parametres d’une loi seront analysées. La méthode de Kendall & Stuart dédiée a I’étude de la variance
d’estimateurs sera adaptée aux log-statistiques. Une approche originale de la méthode du maximum de
vraisemblance appliquée aux lois de Fisher sera rapidement abordée.

Le chapitre 8 abordera une sélection des lois décrites dans la partie précédente pour lesquelles on
donnera si possible la matrice de Fisher ainsi que les démarches a appliquer pour inverser les parametres
de ces lois.

Le chapitre 9 reviendra plus en détail sur les diagrammes de représentation : le diagramme 31-052 et
le diagramme ko — Rg3.

Enfin le chapitre 10 regroupera quelques résultats plus ou moins connus sur les distances entre lois de
probabilité et montrera ’approche des “mimicks”.
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Chapitre 7

Estimateurs et Variances
d’estimateurs

Les lois précédemment décrites sont donc potentiellement “inversables”, c’est a dire qu’a partir de
grandeurs, tels les moments et les log-moments, il est possible de retrouver les parametres de lois que 'on
suppose adaptées au phénomene analysé. Les méthodes paramétriques peuvent en général donner, par
inversion, les parametres sous jacents d’une loi des lors que I'on dispose du méme nombre de grandeurs que
de parameétres a inverser. C’est dans ce cadre que sont utilisées la Méthode du Maximum de Vraisemblance
(MMV), la méthode des moments (MM) et la Méthode des Log-Cumulants (MLC).

Les résultats fournis par une méthode paramétrique seront d’autant plus satisfaisants que I’estimation
des parametres sera “fiable” 1. Cette “fiabilité” peut se définir par la variance de I'estimateur, qui au final
donnera une variance sur les parametres qui dépendra non seulement de la loi & inverser, mais aussi de
la dimension de la fenétre d’analyse (i.e. le nombres d’échantillons disponibles).

Enfin, ce chapitre va montrer comment on peut déduire une variance d’estimateur sur les lois classiques
a partir de la méthode dite de Kendall et Stuart et comment on peut adapter cette méthode aux lois
définies sur RT.

7.1 Matrice d’information de Fisher et Maximum de Vraisem-
blance

Le but de ce paragraphe est de rappeler quelques définitions fondamentales et de poser des notations
qui seront utilisées tout au long de ce chapitre.

7.1.1 Matrice d’information de Fisher

Soit une loi de probabilité p(xz) & P parametres {6;,j € [1, P]} : on notera éventuellement cette loi
p[01,02,...,0p] (x). Dans la mesure olt 'on peut calculer la matrice A :

9%log (p)

90, 06, V(k,j) € [1,P] x [1, P]

Q5

on définit alors la matrice d’information de Fisher I(f) comme

Iyj = —E{ay;}

1. Les termes traditionnellement utilisés : précision, robustesse,...sont volontairement exclus pour rester dans une
problématique la plus accessible possible, et ce sans utilisation abusive ou inadaptée de terminologie spécifique. Bien
évidemment, il faudrait s’appuyer sur des ouvrages de référence existant dans la littérature pour traduire ces propos en
concepts mathématiquement corrects (voir [43] par exemple)

191



La matrice de Fisher joue un grand role en théorie de 1’estimation, en particulier pour I’estimation
des bornes de variances d’un estimateur. Malheureusement, il existe de nombreux cas ol son expression
ne peut étre obtenue analytiquement, en particulier lorsqu’il n’est pas possible de dériver le logarithme
de la loi en fonction d’un de ses parametres.

7.1.2 Maximum de Vraisemblance et Entropie

Soient N échantillons indépendants 1, ..., zy vérifiant une loi statistique p(x). L’indépendance des
échantillons permet alors d’écrire :

p(x1,....,xN) = H p(zy)

et cette expression représente la vraisemblance. En en prenant le logarithme, on obtient alors une expres-
sion additive, la log-vraisemblance :

N
LY = log(p(x1,....an)) = »_ log (p(an)). (7.1)
n=1
Si la loi p(z) est décrite par P parametres 61, ..., fp, le maximum de vraisemblance sera atteint pour

des parametres vérifiant

N
dl dl
og (p(@1, . aN)) 3 Oogp =0 Vje[l,P] (7.2)
n=1 J

d6; d

=Ty,

Notons que si, pour une loi statistique p(x), on définit 'entropie S comme :

s = - / p(z) log p(z) da

on a la relation :

On peut montrer aisément que pour un certain nombre de lois étudiées dans ce document l’entropie
s’exprime en fonction des moments et des log-moments.

7.1.3 Estimateur au sens du maximum de vraisemblance et Bornes de Cramer-
Rao

A partir de la relation 7.2, on peut poser la relation vérifiée quand on estime un parametre 6; par la
méthode dite du maximum de vraisemblance. En effet, I’estimateur 6; vérifie la relation :

zN: dlogp
do;
n=1

Dans le cas des lois dites exponentielles (cas des lois non biaisées) et dans la mesure ou cette dérivée
existe, on montre que les estimés des parametres obtenus par la méthode du Maximum de Vraisemblance
ont une variance minimale que 'on appellera “bornes de Cramer Rao”.

Pour des parametres indépendants, on montre alors que la matrice d’information de Fisher est diago-
nale, et les bornes de Cramer Rao sont égales a I'inverse des termes diagonaux.

-0 (7.3)

T=Tp

7.2 Moments et log-moments empiriques

Dans ce paragraphe, nous supposons que nous disposons d’un tirage de N échantillons d’une loi de
probabilité P : (z1,x2,...,ZN).
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7.2.1 Moments et moments centrés

Connaissant N échantillons issus d’un tirage d’une loi de probabilité, les estimés des moments 71,
Mma, ...mp se déduisent des expressions suivantes (relation 2.27) :

WE
§

>
3
I
—

] =
3%\3 -

>
3
I
—

N

N

> @
S n=1
mp = —

N

SN

Il est important de noter que ces moments estimés sont toujours calculables dans la mesure ou les données
sont bornées (ce qui est toujours le cas en pratique).

A partir de ces moments estimés, on peut aussi calculer les estimés des moments centrés par le biais
des formules suivantes (relation 2.17) :

My, = 1hy — m?
Ms = 1hg — 3imgriy + 23
My = 1y — drhgrig + 6o’ — 3]

ce qui permet d’écrire

LB BE9) (£

Insistons sur le fait que, en pratique, ces relations peuvent toujours étre calculées sur un jeu de
données, méme si le moment centré correspondant n’existe pas. Ce cas se rencontre en particulier dans
le cadre des lois a queue lourde.

Notons aussi qu’il existe des relations entre moments centrés et cumulants (relation 2.23).

7.2.2 Log-moments et log-cumulants

Connaissant N échantillons issus d’un tirage d’une loi de probabilité, les estimés des log-moments
mp, Mo, ... mp se déduisent des expressions suivantes (relation 2.42) :

N
Z log x,,
n=1

N
Z (log xn)2

2 n=1

N
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N
Z (log xn)p

- n=
mp—

N

Connaissant ces estimés, on peut alors estimer les log-cumulants par le biais des formules suivantes :

2 2 22

Ko = Mg — Iy

2 2 S, 23

k3 = m3 — 3mgrh; + 2m,

2 2 s 2 22 222 24
k4 = my — 4myms —3m, + 12m;mp; — 6m,

ce qui permet d’écrire explicitement les expressions des estimés des log-cumulants :

N
Z log x,,
,%1 — n=1
N
N N 2
Z (log 2,,)° Z log x.,,
,%2 — n=1 _ n=1
N N
N N N N 3
(log 2, )° (Z log xn> <Z (log xn)2> (Z log xn>
'“53:nlN _3n1 Nin +2n1N3

7.3 Diverses méthodes d’estimation des parametres d’une loi

Ce paragraphe rappelle les trois méthodes les plus usitées pour estimer les parametres d’une loi dont
on connait 'expression analytique & partir d’'un jeu d’échantillons (tirage) de cette loi.

7.3.1 La Méthode des Moments (MM)

Dans la mesure ou il est possible d’avoir un nombre raisonnable d’échantillons, et lorsqu’on dispose
d’un nombre P de moments empiriques (paragraphe 7.2.1) égal au nombre P des parametres d’une loi,
si enfin on connait la forme analytique de ces moments (grace & la relation 2.15 utilisant la fonction
caractéristique de la loi recherchée) et que ces moments existent, on peut envisager d’inverser le systeme
d’équations (P équations & P inconnues) et d’obtenir ainsi des estimés des parametres de cette loi.

Les exemples que nous rencontrerons (chapitre 8) montreront que selon les lois cette méthode est aisée
a mettre en ceuvre, ou, au contraire, ne permet pas d’avoir un systeme inversible.

Notons qu’il n’est pas requis d’avoir des moments entiers d’ordre croissant pour avoir une mise en
ceuvre aisée de la Méthode des Moments : on peut aussi utiliser des moments négatifs, tres utiles en
présence de lois a queues lourdes. Le point essentiel réside dans l’existence des moments, en particulier
pour les lois & queue lourde dont les moments ne sont pas définis a partir d’un certain ordre.

7.3.2 La Méthode des Log-Cumulants (MLC)

Par analogie avec la méthodes des moments qui utilise les moments empiriques, la Méthode des Log-
Cumulants utilise les log-cumulants empiriques ainsi que la forme analytique de ces log-cumulants (grace
a la relation 2.33 utilisant la fonction caractéristique de deuxiéme espéce de la loi recherchée). Il faut
noter que 'on démontre que toute densité de probabilité possede tous ses log-cumulants [4] : la méthode
des Log-Cumulants est donc applicable sans aucune restriction.

Le probleme majeur de cette méthode est que certaines des fonctions mathématiques rencontrées
ne possedent pas de fonction inverse. Aussi il faut généralement des codes numériques pour inverser le
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systéme d’équations, ou utiliser des RPM (voir [40] : un certain nombre de résultats utiles en imagerie
cohérente ont été repris dans ’annexe D).

7.3.3 La Méthode du Maximum de Vraisemblance (MMYV)

Le principe de cette méthode s’appuie sur le systeme 7.2 qui requiert la dérivation de la densité de

probabilité selon tous ses parametres. Ceci peut poser quelques problemes selon les cas rencontrés :

— Si effectivement toutes les dérivées sont analytiquement calculables, deux cas peuvent apparaitre :
— Les relations permettent d’avoir des expressions explicites des estimés. Dans ce cas somme toute

assez rare, les estimations s’averent faciles & mener.
— Les relations permettent d’avoir des expressions implicites des estimés. Dans ce cas, des modeles
numériques performants sont a proposer pour inverser le systéeme d’équations trouvées.

— Certaines dérivées n’ont pas de forme analytique (le cas d’école étant la dérivée d’une fonction de
Bessel selon le parametre et non selon la variable). On ne peut obtenir alors les estimés au sens
du Maximum de Vraisemblance de cette loi. Cependant, dans quelques cas, on peut tout de méme
utiliser les relations de la Méthode du Maximum de Vraisemblance en I'appliquant uniquement aux
parametres pour lesquels la dérivée existe et en appliquant une autre méthode d’estimation pour
les parametres pour lesquels la dérivation a échoué.

7.3.4 Méthode du coefficient de Variation (MCV)
Nous avons vu au chapitre 2 que si une loi py (z) & P + 1 parameétres peut s’écrire (relation 2.53) :
py(@) = px(z) %6, ()

avec px(x) a P parametres, alors py (x) fait intervenir dans sa paramétrisation la grandeur

x
1
La fonction caractéristique de deuxiéme espece de py () s’écrit :
P o (s)

u ne jouant aucun role dans ¢x (s) puisque la loi px(z) & P parametres partage tous ses parametres
avec la loi py (x) excepté le parametre p. Comme la fonction caractéristique de deuxieme espece permet
d’obtenir les moments de tout ordre (dans le mesure ou elle est définie), si les deux premiers moments

m; et mo existent, alors le rapport
ma
mi
ne dépend pas de p (qui est le facteur d’échelle) : ce rapport ne dépend donc que des facteurs de forme.

Dans le cas d’une loi & deux parametres, en reprenant la définition du coefficient de variation (relation

2.19), on peut écrire :
_ My
Y = m% =

et cette relation est une relation implicite ne mettant en jeu que le facteur de forme. Dans certains cas,
on peut méme obtenir une relation explicite du facteur de forme (comme dans le cas de la loi Gamma).

7.4 Variance d’un estimateur : la méthode de Kendall et Stuart

7.4.1 Calcul de la variance d’un estimateur par la méthode de Kendall et
Stuart
Kendall & Stuart [46] : proposent de calculer la variance d’une fonction g(mq,mg) en effectuant un
développement limité au premier ordre de la fonction g(mq,ms) autour des valeurs mg 1 et mos :
0 0

g(mi,me) = g(mo1,mo2) + (M1 —m0,1)879(m0,1,m0,2) + (mo _m0’2)879(m0’1’m0’2)
1 2
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En ayant vérifié que les % ne sont pas tous deux nuls en (mg,1,mg,2), on établit la variance de g par la
formule ([46], formule 10.12)

var {g(m1,ma)} = B {lg(ms,ma) = g(mo,1, mo.))*}
B) B) 2
= { —mo,1 87731 (mo,1,mo,2) + (M2 —mo,z)aTz2 (mo,hmo,z)} }

dg g \°
( ) mo,1,mo,2) var {m1} + (a_g) (mo,1,mo,2) var {ms}
iy

+2 8m1 (mo 1,M0,2) 8(?732 (mo,1,mo,2) cov {my,ma} (7.4)
avec
1 2
var {m;} = — (mgi - mi) (7.5)
N
1
cov{m;,m;} = N (Mg —m;m;) (7.6)

N étant le nombre d’échantillons.

Cette méthode est bien évidemment généralisable a des moments d’ordre quelconque.

7.4.2 Une adaptation de la Méthode de Kendall et Stuart pour les statis-
tiques de deuxieéme espece

En s’inspirant de I'approche de Kendall & Stuart [46], et puisque l'on connait les log-cumulants en
fonction des log-moments, on va chercher a effectuer un développement limité au premier ordre des
log-cumulants autour de la valeur théorique. Dans le cas du second log-cumulant , on peut le considérer
comme une fonction des deux premiers log-moments g(m;, ms) et le développement limité s’exprime alors
autour des valeurs théoriques des deux premiers log-moments mg 1, Mg 2 comme :

. - . N - og , . ~ B - dg , . .
g(mhy,me) = g(tho,1,1ho,2) + (1 —m071)8%(m0,1,m072) + (M2 —m0,2)a—ﬁlg(mo,1,mo,2)
1 2

En ayant vérifié que les % ne sont pas tous deux nuls en (g, 1, Mo 2), on établit la variance de g par la
formule formellement identique a la relation 7.4 :

var {g(my, ma)} = E{[g(lﬁ1,ﬁ12)—9(m0,17m0,2)]2}

N . 99, 7
= E{ {(Hh *mo,l)a—(mo 1, 2) + (1M mo,z)a—ﬁi(mo,lvmo,z)} }

dg 2 dg 2
= <T) (ﬁloﬁl,ﬁloﬁg) ’UaT{ﬁll} + (a—fﬁQ> (ﬁloyl,ﬁloﬁg) ’UaT{ﬁlg}

aml
+ 2 —g(ﬁlo 1 ﬁlo 2) ﬂ(ﬁlo 1 Iﬁo 2) cov {ﬁll ﬁlg} (77)
omy - 7 U omg ’

7.5 Variance des grandeurs statistiques usuelles

7.5.1 Méthode des moments : variance des Moments et Moments centrés

Nous avons vu que, dans le cadre des statistiques usuelles, la définition de la variance (formule 7.5)
permet d’écrire :

var {m;} = 1 (ma; —m3) .

N
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On a donc directement par définition la variance des moments :

1

var {me} = N (m4 — m%)
1

var {mz} = N (m6 — m%)
1

var {my} = N (ms — m3)

L’application de la formule de Kendall et Stuart (expression 7.4) permet de calculer les variances des
moments centrés M; en utilisant la relation liant le moment centré M; et les moments my, k € [1,2i]
(équation 2.17). On obtient par exemple :

1
var {Ms} = N (Smfmg —4m] +my —mi— 4m1m3)
1
var {Ms} N (9m3 — 72m3mi + 108 mamt — 36 m§ + 21 mimy + me — m3
+30mqmoms — 48m§m3 —6momyg — 6my m5)
1
var {My} N (528 m3 mams 4+ mg — m2 + 24mymy ms — 132maomimyg + 48 my msmy

—96 my mamg + 28 mimg + 156 mimy + 576 mamS + 16 mima — 112m3m,?
—336 mims + 144mim? — 612m2m]| — 144 m8 — 8my my — 8mams — 72 mi’mg,)
Si au lieu d’utiliser les moments on utilise les moments centrés, ces relations se simplifient et on obtient

par exemple

var {My} = %(M4 — M3) (7.8)

%(MS — 6MaMy — M3 + 9M3)

var {Ms}

7.5.2 Méthode des moments : variance du coefficient de variation

De la méme maniere, on peut calculer la variance du coefficient de variation ~ :

1 m? (4 m3 — mamy2 +m2my — dmyma mg)

N (—ma +m})*

var {y} =

7.5.3 Meéthode des moments : variance des coefficients 3; et (3,

Les expressions des variances des coefficients 51 et B2 (asymétrie et applatissement, définis par les
relations 2.20 et 2.21, peuvent s’obtenir sans probléme majeur, si ce n’est celui de les écrire;

i —(m373m2m1+2m§’)2

var {ﬂl} - N (m2 . m%)g
(24 m?mg my + 24 mgm4 —12msms mf —12 m%ml ms + 12meo mi’mg, + 12msmsmo
+36m1 m33 —4mg m% — 4msm‘11 — 6 mgmomymy + 8mgms mf — 8Omfm§m2
—33mimimy +9mim? + 16 m‘llmg — 9m§m4 - 35 mgmg + 114 mdmy ms
—24m3m3ims — 36 mg)

var B} = & ——

N (mg —mi2)°
(—288 mimama + 64mSm3 + 96 ma*my ms + 432 miym3Ims — 96 mamims

—16 m16m6 — 176 m%mgnu —4 m12m6 m% + 20 m‘llmf; mo + 2mgmo m% + 48 miml ms3
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—4my3 —12 mgm%m4 — 96 m%m‘llm4 — 14 m%mﬁmg + 36 mg4m‘11 —23 m‘llm42

+mim3 — 336 mimam3i — 16 mami — 16 mamimy + 64mamsz>my + 192m3m3

—mgm3 — mgmj + 48 mymamy my + 192mzme mimy — 144 mim7 + 48 mims my

—24'my my msms + 24m1>mg ms + 8 mg ms m% — 88 m3ms m‘ll —24 mgml ms

—24 mgmi’m5 + 80 ms3 ms mo m% + 48 mo mi’mg, + 8my m? — 16 mym3gmgms —4dmymg m%

+4 mygmgmo + 16m§’m3 mg — 16 m7 mo m? + 8mq1mzy mg)

Méme si ces expressions sont tres lourdes et peu maniables, elles n’en restent pas moins aisées a introduire
dans un code numérique.

7.5.4 Meéthode des log-cumulants : variance des log-cumulants

L’application de la formule modifiée de Kendall et Stuart (expression 7.7) permet de calculer les
variances des log-cumulants /; en utilisant la relation liant le log-cumulant &; et les log-moments my, k €
[1,2d].

En particulier, on peut calculer la variance des log-cumulants 2 et 3 :

1

var {Ry} = N( ]y — 410} + 1y — M3 — 410y M3)
1
var {k3} = N(91?13772ﬁ1§ﬁlf+108ﬁ12ﬁ1‘1‘736ﬁ1?+21ﬁ1fﬁ14+ﬁ16fﬁ1§

+30 1 1o s — 48 hiThs — 61y 1y — 610y hs)

Ce sont formellement les mémes expressions que dans le cas des statistiques traditionnelles. En pra-
tique, on préférera exprimer ces deux grandeurs en fonction des log-moments, ce qui simplifie grandement
les relations :

) 1o

var {ka} = N (M4 - M22) (7.9)
1 /- - . .

var {1%3} = N (Mﬁ — 6MsM, — Mg% + 9M23) (710)

Il faut noter qu’elles ne dépendent pas de k1, ce qui signifie que dans les lois que nous avons détaillées
au chapitre 4, ces variances ne font intervenir que les facteurs de formes (L, M, ...).

7.6 Parametre d’échelle et méthode du maximum de vraisem-
blance

7.6.1 Facteur d’échelle et paramétrisation des lois

Au paragraphe 2.4.4 du chapitre 2 nous avons vu le réle que joue un parametre, appelé facteur
d’échelle, dans le contexte des statistiques de Mellin. Etant donnée la variable aléatoire X, la nouvelle
variable aléatoire Y telle que

possede alors la propriété essentielle que tous ses log-cumulants d’ordre supérieur a 1 d’une part sont
identiques a ceux de la variable aléatoire X et d’autre part ne dépendent pas de ce nouveau parametre
Lb.

Or, si on regarde plus précisément la quasi totalité des lois de ce document, on peut noter que leurs
P + 1 parametres se classent en deux catégories :

— une catégorie représentée par un premier parametre qui sera noté u et qui joue le role de parametre

d’échelle
— une catégorie représentée par un certain nombre P de parametres de forme, que ’on pourra noter

(Hj’j € [LP])'
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Plus précisément, ces lois statistiques usitées en imagerie cohérente ont toutes une forme bien spécifique,
ce qui fait qu’une loi a P + 1 parametres s’écrit :

k kx
p[,u,@l,,Hp] (.’L‘) = A;f[@l,,Gp] (7) (711)

la fonction f étant une fonction mathématique plus ou moins simple, telle que les P parametres 6;
modifient la forme de la fonction sans modifier sérieusement 1’échelle (par exemple le mode dans le cas
d’une loi ayant un mode non nul). Deux nouveaux facteurs A et k apparaissent dans ce formalisme :

— k permet, selon la fonction f, d’avoir un lien tangible entre I’échelle et le parametre p de la loi.
Grace a ce parametre, on peut ajuster la description d’une loi pour que, par exemple, le mode soit
proche ou égal a p, ou que le moment d’ordre 1 soit égal & p. Bien évidemment, k dépend des
facteurs de formes 64,...,0p

— A est un parameétre permettant la relation fondamentale que suit toute loi de probabilité :

/ Pl bn,. . 0] () dz = 1
0

Pour illustrer le probleme de la paramétrisation d’une loi, nous allons prendre I’exemple de la loi
Gamma.

7.6.2 L’exemple de la loi Gamma

La loi Gamma possede plusieurs paramétrisations :
— Sous le formalisme de la relation 3.2, elle s’écrit (avec L = 6;) :

L—1
Glu, L] (z) = L% <E> e E L0 (7.12)

et son mode, pour L > 1 s’écrit :
L-1
Mmode = —F M

L

On observe donc que p est bien directement lié a la moyenne et au mode, qui sont deux grandeurs
couramment utilisées pour décrire I'allure d’une loi statistique..
Connaissant son écart type o :

on en déduit le coefficient de variation - :

G

qui ne dépend que du parametre L : on peut donc affirmer que L est un facteur de forme.
Nous verrons au chapitre 8 qu’avec cette paramétrisation la matrice de Fisher de la loi Gamma est
une matrice diagonale.

— En revanche, si on prend la paramétrisation de Wikipedia, la loi Gamma s’écrit :

fx;k,0) =
et on a pour sa moyenne, c’est a dire son moment d’ordre 1, I’expression :

m1:k9



et son mode (pour k > 1) :
Mmode = (k - 1) 0

On voit alors que moyenne et mode dépendent linéairement a la fois du parametre k et du parametre
0.
Connaissant son écart type o :

o = Vkb
on en déduit le coefficient de variation - :
1
TR

Si k semble étre un facteur de forme, 6 ne peut étre un simple facteur d’échelle puisque le premier
moment dépend a la fois de 6 et de k.

On peut aussi noter qu’avec cette paramétrisation la matrice de Fisher de la loi Gamma n’est pas
une matrice diagonale.

7.6.3 Une propriété essentielle

La modélisation d’une loi de probabilité selon la forme de la relation 7.11 :

Ak kx
plu,01,...,0p] (x) = 7]’[91,...,913] <7>

va conduire a une expression tres particuliere de sa dérivée selon le parametre p puisque l'on a :

d d k kax
e whtor @) = (AL g0 (51)
Ak kx Ak*z d
= B el (A2) - 22 oo
1 Ak kx 1Ak kx d
= ———1f[0,...,0 <—> — ——— —(f101,...,0p] (y 7.13
w00 (5F) = L G Ut )] (119
expression que ’on peut aussi réécerire sous la forme suivante :
0t 0 @) =l 8@ - % (v Gl 0G|
—— P V1,...,0p| (T = ——pKuY,...,0p|\x) — = VY7 DK V1,...,0P| Y .
du % p \"dy y=ke

7.6.4 Application a la méthode du maximum de vraisemblance

Comme nous ’avons rappelé au paragraphe 7.1.2, la méthode du maximum de vraisemblance cherche,
a partir de N réalisations 1, ..., zy et d’une forme analytique d’une loi donnée p(z), les parametres tels
que ’ensemble des réalisations soient les plus vraisemblables.

Pour une loi vérifiant le formalisme de la relation 7.11 :

k kzx
p[,u,@l,...,@p] (SC) = A- f[ol,-..,eP] <_>
I Ju
et dans le cas du parametre u, cette expression s’écrit :
N
dlog (p(z1,...,xN)) dlogp(z)

_ Sl =0 7.15
dpu ; dp o=z, ( )
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En utilisant la relation 7.14, on obtient alors :

n=1 d'u LT=Tn
N
1 1 1 d
= - — < A,e,...,@ Tp) — < - A,e,...,@
DB T e ( ol 0r] ) = 7 (v @10 (y”)‘y_k%>
=0
(7.16)
ce qui donne au final une relation implicite fondamentale :
ydy /1‘7915"'7913] (y))
= —1 7.17
NZ /j/,el,...,ep](y) y:m ( )

z
Elle nécessite bien entendu de connaitre la forme analytique de la dérivée premiere de la fonction p. Il
faut noter que sous cette forme la plus générale et concise possible, I'expression est implicite puisque [
n’apparait que dans I’expression de la variable y.

Si on utilise la modélisation donnée par I'expression 7.11, on peut réécrire cette expression en une
nouvelle expression ne faisant intervenir que la fonction f[61,...,0p] (qui ne dépend pas directement de
), ce qui donne :

N fl01,...,0p] (y
Z Lo el ) - 1 (7.18)
1 91a"'79P](y) kan
n= y="1En
que l'on peut réécrire :
[01,...,0
Z ki, ! Pl (7.19)
91,...,91:] (y) _kon

f
C’est aussi une relation implicite, puisque i apparait dans le terme de gauche et aussi dans le terme de
droite. Elle nécessite bien entendu de connaitre la forme analytique de la dérivée premiere de la fonction

f.

7.7 Le cas des “Lois de Meijer Normalisées”

7.7.1 Choix du formalisme

Nous avons défini au chapitre 3 les lois de Meijer Normalisées LM N [u](z) caractérisées par une
expression analytique sous forme de fonction de Meijer, un certain nombre de facteurs de forme et une
valeur p égale & la moyenne de la loi (relation 3.40) :

S k—mn (kT

aty-.-,0n 5 Qn41,---,0p
bl;---;b’m ; bm+13"'7bq

ce qui meéne aux remarques suivantes :

— les coefficients a; et b; sont les facteurs de forme de la loi. 1l yen a P =p+q.

— le terme £ garantit les propriétés de similitude rencontrées au chapitre 2 (paragraphe 2.4.4);

— le terme k assure que le premier moment soit égal au parametre p

— le terme A, qui ne dépend que des facteurs de formes, assure que cette relation décrit bien une loi

de probabilité ([;° LMN [u](z)dz = 1).

A travers les chapitres 4, 5 et 6, nous avons pu remarquer que toutes les lois décrites ont une expression
sous forme de Lois de Meijer Normalisées : ceci explique pourquoi nous nous focalisons dans ce paragraphe

sur ce type de lois.
Si 'on veut mettre en évidence les parametres liés a la forme de ce type de loi, ainsi que la notion de

facteur d’échelle lié au parametre p, on peut réécrire la fonction de Meijer Normalisée LM N [u](x) ainsi :

LMN [ul(z) = ASf[[al,...,an],[an+1,...,ap],[bl,...,bm],[bm+1,...,bq]](y)|yzﬂ (7.20)

n
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avec

fller, -, an)s [antt, -y apl, b1, - b, g1, -+, bgll(y) = GZ,L(}" <y

A1,...,Qn 5 Qn4l,-.-,0p
b17---7bm ) bm+17"'abq

7.7.2 Maximum de vraisemblance

Le principe du maximum de vraisemblance requiert le calcul des dérivées logarithmiques de la densité
de probabilité vis & vis des parametres 6; de la loi (relation 7.2) :

- dLMN [p](z)
dlog TMN [p)(x) — —as,

do; ~ LMN [4](x)

Il faut donc analyser Pexistence et la valeur de la dérivée de LM N [p](z) vis & vis de ses paramétres.

— Dans le cas des parametres de forme, c’est a dire les coefficients a; et b;, il n’existe aucune rela-
tion générale permettant de dériver la fonction de Meijer sous jacente. Ceci explique pourquoi on
rencontre parfois des lois de I'imagerie cohérente pour lesquelles on ne peut pas obtenir de relation
donnant les parametres de forme par une méthode de maximum de vraisemblance. On peut aussi
espérer que des découvertes dans le domaine des fonctions spéciales puissent encore apparaitre dans
les prochaines décennies.

— Dans le cas du parametre p, nous avons vu que le principe du maximum de vraisemblance conduisait
a une relation implicite que doit vérifier ji (relation 7.18). Appliqué & une loi de Meijer Normalisée
paramétrée sous la forme de la relation 7.20, on obtient la relation :

= -1

1 N ydiy(f[[ala---aan]v[anJrla"'aap]a[blv"'abm]v[berla"'qu]](y))
N; il

A1y oy Onls [Qns1s -5 apl, [b1s -« D]y [Dmt1s - - -5 g1 (y) bz
z
Or, f étant une fonction de Meijer, nous avons deux propriétés essentielles des fonctions de Meijer
qu’il est possible d’appliquer :
— la dérivée d’une fonction de Meijer est une fonction de Meijer (voir annexe B.2.5)
— la multiplication d’une fonction de Meijer par la variable est une fonction de Meijer (voir annexe
B.2.2)
Ceci conduit aisément (voir le rapport [39]) & une relation étonnament simple dans ce cas :

Gm+Ln kz, | @ly---30n 5 0,ap41,...,0p
1 1 0 .
1 prlat H 17b15"'5bm ) berlv---qu
1 _ =1 (7.21)
—1 Gmm k x, Ai,...,0n 3 an+1,...,ap
p,q ﬂ b b . b b
1yeeesOm m—+1; - -5 0q

Cette relation trés générique peut bien entendu s’appliquer a la loi Gamma. On obtient alors la

relation :

L—-1 ; . )
et nous verrons au chapitre suivant qu’il existe une formule explicite trés simple dans ce cas (relation 8.5,
qui n’est qu’une simple moyenne) et qui remplace avantageusement la présente relation implicite.

7.7.3 Cas des lois de Meijer Normalisées Généralisées

Ce cas de généralisation de la loi de Meijer Normalisée, abordé au chapitre 3, conduit a la loi LM G
(relation 3.42) :

A1y-..,0n 5 An+tl,---,0p
bi,. o ybm 5 bmga,. .., by
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La relation implicite que doit vérifier i pour étre 'estimateur du parametre d’échelle au sens du maximum
de vraisemblance s’écrit :

=m+1,n (sz)n a1,...y0n 5 0,0p41,...,0p
1 ptlqtl " 1,b1,...,bm ; bm+1,...,bq 1
WE = - (7.22)
~m,n ((kwr)” A1yevyQn 5 Aptl,---,0p ) n

r=1
p.q .
bla"'vbm ) bm+17---7bq

i

C’est une généralisation extémement limpide de la relation 7.21, le parametre n apparaissant simplement
dans le terme de droite 2.

2. on vérifie que pour 1 = 1, on retrouve le cas précédent.
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Chapitre 8

Estimation des parametres des lois
sur R*

Nous allons maintenant appliquer les résultats du précédent chapitre aux lois les plus usuelles ! définies
aux chapitres 4 (lois standards), 5 (lois généralisées) et 6 (lois en amplitude). Certains calculs ne seront pas
menés dans le détail mais peuvent se retrouver dans [35], ’objectif étant de regrouper dans ce document
le plus d’information utile pour un traiteur d’images 2. Notons que la méthode des moments ne sera, sauf
exception, appliquée que dans les cas canoniques de moments entiers positifs (en particulier, la méthode
des moments dits “inférieurs” détaillée dans [35] ne sera quasiment pas utilisée dans ce document). La
méthode du coefficient de variation sera présentée uniquement dans quelques cas isolés. Enfin, ce chapitre
ne se voulant pas exhaustif, le lecteur pourra étre sollicité a mener certains calculs pour les cas non traités
qui pourraient lui étre utiles.

8.1 Quelques rappels et remarques sur les estimateurs

8.1.1 Variance des estimateurs des moments centrés et des log-cumulants

Au chapitre 7, la relation 7.8 donne la variance des estimateus des moments centrés d’ordre 2 et 4 :

1
var {Ms} = N (My — M3)
_ 1 B a2 3
var {M3} = N (Mﬁ 6M2M4 M3 + 9M2)
Pour les log-cumulants, le calcul est formellement identique et permet d’écrire (relation 7.9) :
- 1 -
var {ka} = N (H4 — ng)
1
var {fs} = + (Re — 6RoRa — K3 + 9R3)

Notons que dans le cas des lois généralisées pour lesquelles on a une relation fondamentale entre les
log-cumulants de la variable initiale X et ceux de la nouvelle variable Y = X7 (relation 2.57) :

- 1.
Ry r = FHX,T
on montre aisément les deux relations :
- 1 -
var {Rya} = E var {Rkx 2}
- 1 -
var {Rys} = E var {Rkx 3}

1. On se limitera donc aux lois & un, deux ou trois parametres.
2. ce qui rend ce chapitre particulierement ennuyeux.
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Ces relations permettent d’avoir une idée de la qualité de I'estimation et de savoir si le nombre
d’échantillons disponibles N est suffisant pour garantir un résultat utilisable.

8.1.2 Autres propriétés des lois définies sur IR™"

Moments et log-moments présentent quelques particularités dans le cas de loi de probabilité définie
sur IRT. En effet, pour tout r appartenant & Iintervalle D de IR tel que 0 € D et que m, existe pour
toute valeur (entiere ou réelle) r de cet intervalle, on a de maniere évidente :

" plx) > 0 Ya>0 VYreD
d’out
m, >0 VreD (8.1)

D étant un intervalle.
Le méme raisonnement permet de dire que tout moment centré d’indice pair est aussi positif ou nul :

My > 0 VreD (8.2)
En particulier, pour une loi dont le moment d’ordre 2 est défini, on a :

MQ = Mo — mf Z 0 (83)

8.2 Estimation des parametres : Lois usuelles a un parametre

8.2.1 Loi Homothétique

La loi homothétique a été présentée au paragraphe 4.1.1. Elle s’écrit :

Hip (z) = %5%)

Connaissant ’estimé du premier moment 11, 'estimateur du parametre p au sens de la méthode des
moments est donnée par :

Py = T
Connaissant ’estimé du premier log-cumulant &1, I’estimateur du parametre p au sens de la méthode

des Log-Cumulants s’écrit :

logﬂMLC = k1

8.2.2 Loi uniforme sur [0, y

La loi uniforme sur [0, u] a été présentée au paragraphe 4.1.2. Elle s’écrit :

Ulpl(z) = =Y (z) = Y(p—x))

==

L’utilisation du premier moment donne ’estimateur du parametre p au sens de la méthode des mo-
ments :

IEI’MM = 2my

L’utilisation du premier log-cumulant donne l'estimateur du parametre p au sens de la méthode des
Log-Cumulants :

1OgﬂMLc =1+ "%1
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8.2.3 Loi Exponentielle Décroissante

La loi Exponentielle Décroissante a été présentée au paragraphe 4.1.3. Elle s’écrit :

ED ] (x) = %

Tl

L’utilisation du premier moment donne ’estimateur du parametre p au sens de la méthode des mo-
ments :
Py = T
L’utilisation du premier log-cumulant donne l'estimateur du parametre p au sens de la méthode des
Log-Cumulants : R
log fiye = k1 + (1)

8.2.4 Loi Exponentielle Décroissante Inverse

La loi Exponentielle Décroissante Inverse a été présentée au paragraphe 4.1.4. Elle s’écrit :

8%

1 /pN\2
EDT] (x) = — (£) e
e = (5
C’est une loi & queue lourde qui ne posséde pas son premier moment. Aussi la méthode des moments
va-t-elle utiliser le moment d’ordre -1.
L’utilisation du moment d’ordre -1 donne l'estimateur du parametre p au sens de la méthode des
moments :

. 1
IU’MM = T;'Lfl

L’utilisation du premier log-cumulant donne I'estimateur du parametre p au sens de la méthode des
Log-Cumulants :
logfiy e = F1 — \I](l)

8.3 Estimation des parametres : Lois usuelles deux parametres

8.3.1 Loi Gamma

La loi Gamma a été présentée au paragraphe 4.2.1. Elle s’écrit :

011 = F7y (%)_

Matrice de Fisher La matrice A s’écrit :
L (p—2x) T—p
xuj HQ 1 ?
2# _‘I](la L) + T

d’ou ’expression de la matrice de Fisher :

( HLOQ \11(1,2)_ 1 ) ' (8.4)

Remarquons que la matrice est diagonale et que le terme ¥(1, L) — % ne dépend pas de p.

On en déduit les bornes de Cramer Rao :

Min(Var(L)) = Tl)—

N
L

=

S

Min(Var(p)) =
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Méthode du Maximum de Vraisemblance On montre aisément que [, et L
et L o btenus par la Méthode du Maximum de Vraisemblance, s’écrivent :

vy s €stimés de g

1 N
:[LMMV = N Z Ln (85)
n=1
1 N
1Og LMMV - \II(LMMV) = 1Og ﬂMMV - N Z log In
n=1

La premiere relation est explicite et donne directement fi,,,,, . Connaissant cet estimé de p, la seconde
demande un schéma numérique ou une approximation (RPM) de l'inverse de la fonction logz — ¥(x)
(voir Pannexe D, tableau D.2 pour le RPM).

Connaissant la matrice de Fisher de la loi Gamma, on en déduit directement les variances des esti-
mateurs de p et de L s’écrivent :

R 2
Var {M}I\/H\/IV = % %
1 (8.6)

Var{i,} = L
MMV Nw(1,L) - 1

Méthode des Moments Ses deux premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

mq = W
_  ,2L41
my = pcEre
Ce systeme s’inverse analytiquement. Connaissant des estimés des deux premiers moments 11 et Mo, on
en déduit les estimés des parametres u et L au sens de la méthode des moments par les relations :

Py = T

L MM

(8.7)

Ty — 2

Méthode des Log-Cumulants Ses deux premiers log-cumulants s’expriment sous la forme suivante :

{ — log(n) + (L) — log(L)
Fo = U(1,L)

Meéme si les fonctions Polygamma n’ont pas de fonctions inverses stricto sensu, elles n’en sont pas moins
inversibles aisément. Connaissant un estimé ko du log-cumulant d’ordre 2, il est donc aisé d’en déduire
un estimé du parametre de forme L :

v (1)LMLC) = %2
On peut d’ailleurs utiliser un RPM pour cette inversion (voir 'annexe D, tableau D.2 pour le RPM).
Connaissant un estimé K; du log-cumulant d’ordre 1, et connaissant cet estimé L,,, , du parametre de
forme L, on en déduit un estimé de u, grace a la relation :

1OgﬂMLC = ’%1 - (\II(iMLC) - 1Og(iMLC))

Notons que pour que la solution ainsi trouvée soit réellement une loi Gamma, il faut utiliser un estimé
du log-cumulant d’ordre 3, k3, qui doitvérifier I'inégalité

ks <0

Méthode du Coefficient de Variation Puisque le coefficient de variation de la loi Gamma s’écrit :

1

L

et en connaissant une valeur empirique 4 du coefficient de variation, on en déduit un estimé du facteur

de forme L : )
L A_2

8l

MCV
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8.3.2 Loi Gamma Inverse

La loi Gamma Inverse a été présentée au paragraphe 4.2.2. Elle s’écrit :

M+1
OTu M) = o ()

Matrice de Fisher La matrice de Fisher de la loi Gamma Inverse s’écrit :
i 0
0 YI,M)-—+ )’

Elle est donc identique, au signe pres, a celle de la loi Gamma.

Méthode du Maximum de Vraisemblance On montre aisément les estimés de p et de M obtenus
par la Méthode du Maximum de Vraisemblance s’écrivent :

N
2 o

1 n=1
5 = (8.8)
My N
N
Z log x,,
v v ~ n=1
IOg MMMV - lI/(MMMV) = - 1Og HPainvey — N

Méthode des Moments Ses deux premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

_ M
mi = My
M?

my = p? (M—1)(M—2)

Ce systeme s’inverse analytiquement. Connaissant des estimés des deux premiers moments 11 et Mo, on
en déduit les estimés des parametres p et M par les relations :

" My Mo

M = S =5
MM 21y — M3
. 2y — 13

M,y = —/———

T — m2

A priori, ce systéme n’est pas valide si M < 2. Or il est toujours calculable et 'on montre facilement
qu’il vérifie la condition M > 2 : la loi estimée a donc ses deux premiers moments théoriques, méme si la
loi “vraie” ne les a pas. Cette méthode est donc sujette & caution car elle trouve un estimateur tel que
M > 2, indépendamment de la réalité de la loi sous jacente.

Méthode des Log-Cumulants Ses deux premiers log-cumulants s’expriment sous la forme suivante :

{ k1 = logu — (W(M) — log(M))
fio (1, M)

Meéme si les fonctions Polygamma n’ont pas de fonctions inverses stricto sensu, elles n’en sont pas moins
inversibles aisément. Connaissant un estimé ko du log-cumulant d’ordre 2, il est donc aisé d’en déduire
M, un estimé du parametre de forme M, qui doit vérifier la relation :

v (1,MMLC) = s
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On peut d’ailleurs utiliser un RPM pour cette inversion (voir ’annexe D, tableau D.2 pour le RPM).
Connaissant un estimé k1 du log-cumulant d’ordre 1, on en déduit { un estimé de u, grace a la relation :

1OgﬂMLc = ’%1 + (\II(MMLC) - 1Og(MMLC))

Notons que pour que la solution ainsi trouvée soit réellement une loi Gamma, il faut utiliser un estimé
du log-cumulant d’ordre 3, K3, qui doit vérifier I'inégalité

ks >0

Méthode du Coefficient de Variation Puisque le coefficient de variation de la loi Gamma Inverse
s’écrit (dans le cas ot le moment d’ordre 2 existe, donc pour les cas M > 2) :

1
M -2

et en connaissant une valeur empirique 4, on en déduit un estimé du facteur de forme M :

8.3.3 Loi Log-normale

La loi log-normale a été présentée au paragraphe 4.2.3. Elle s’écrit :

ﬁ[ﬂ,(f] (x) _ 1 e(,%)

ovV2inx

Matrice de Fisher La matrice A s’écrit :
_ 1 2(u—log(z))
o2 g3
2(p—log(z)) —0?+3(logx)? —6plog(x)+3p> |
o3 - o
ce qui permet de déduire la matrice de Fisher :

(5 4)

Méthode du Maximum de Vraisemblance Appliquée a la loi lognormale, la Méthode du Maximum
de Vraisemblance permet d’écrire :

oY=

1 N
l[l’MMV = N Z log(xn)
n=1

1 & 1 & ’
OA—MMV = AT Z (log(xn))Q ~—\ x Z 1og(zn)
N N

On retrouve les résultats classiques de la loi normale en échelle logarithmique.

Méthode des Moments L’expression des moments de la loi lognormale est donnée au paragraphe
4.2.3:

mi; = exp (M+%2)
my = exp (2u+ 20?)

Connaissant des estimés my et my des deux premiers moments, on en déduit les estimés de p et o :

210



ma

N _ ]
Onm 0og ﬁ’L%

. . 1 .
Py = 2 logm, — 5 log 12

Le calcul de la variance des estimateurs de p et o conduit aux relations suivantes :

e’ _ 82’ 4 16e”° — 9

Var{i},, = y
4 2 2 2 2
. e*? 4+ e +e7 —1
Var {U}MM = 152

Méthode des Log-Cumulants L’expression des deux premiers log-cumulants de la loi lognormale est
donnée au paragraphe 4.2.3 :

K1 = n
{ I~i2 = O'2
Connaissant des estimés &1 et fo des deux premiers log-cumulants, on en déduit les estimés de pu et
o A
ﬂMLC = ’%}
Ovie = K2

8.4 Estimation des parametres : Lois usuelles a trois parametres

8.4.1 LoiK

La loi K a été présentée au paragraphe 4.3.1. Elle s’écrit :
M+L _

LM JI) 2

1

1 2L M

Klp, L, M](z) = D(L)T(M) p (

LMaz\?
I
Matrice de Fisher Il n’est pas possible de calculer la matrice d’information de Fisher. En effet, la loi

K fait intervenir une fonction de Bessel modifiée de troisieme espece d’indice M — L : Kj;_1, et on ne
connait pas la forme analytique de la dérivée d’aucune fonction de Bessel par rapport a son indice.

Méthode du Maximum de Vraisemblance La conséquence de cette incapacité a déterminer la
dérivée d’'une fonction de Bessel en fonction de son argument fait que la Méthode du Maximum de
Vraisemblance ne peut s’appliquer pour les parametres de forme L et M. On peut néanmoins ’appliquer
pour le parametre d’échelle p, ce qui donne? :

o p Koy {2 (M )%}

L Mx % 1
dlogk 1 Ba—rh {2( z )} <LM:E)5 . (59)

o
ce qui permet d’écrire la relation implicite, a condition de connaitre L et M , estimés de L et de M :
e\
o L M a,
fJ N K]M_LJ’_I |:2 ( Ay ) :|

= — X

N’AMMV ~
M — L™ Tn
n=1 KN[ - |:‘3 (A— ) :|

Sl

=

Ky

3. la relation 3.71 du document [35] a une coquille.
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On a donc une relation implicite. En D'initialisant par exemple avec l'estimé de u de la méthode des
moments, diverses expériences montrent que cette derniére expression converge assez rapidement et est
donc tout a fait exploitable dans un code numérique.

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

my = 12
e = pplta
L+1)(L42) (M+1)(M+2
ms = ( -ir]%(2 ) ( )( + )
Ce systeme peut se réécrire sous la forme
m = N
1 my (L+1)(M+1)
R = — = - =t JVE 8.10
! my M LM ( )
Ry — 1 mg _ (L+2)(M+2)
2T mi Mo o LM

Si 'on connait des estimés des trois premiers moments my, Mo et Mg, on obtient directement les
estimés [, L et M en resolvant le systeme 8.10. Pour cela, connaissant les estimés Ry et RQ, en posant
R’ Ry —1et R’ = B2=1 45n montre que M et L sont alors les solutions du polynéme du second degré
en z I(z) :

I(z) = 2 (Ry—Ry) + (Ry—2R)) +1 = 0

Si ces solutions sont réelles positives, il est aisé d’obtenir les identités suivantes :

ﬂMM = m
. N N A\ 2 . .
) 2R’1R§+\/(2R’1R’Q) +4 (R - Ry)
Ly, = _
MM 2 (Rl2 . Rll)
N A\ 2 N N
) oR, — R, — \/(23'1 —Ry) 4 (R - Ry)
My = 9 (R, — R/)
2 1

Si les solutions ne sont pas positives, ni réelles, les moments empiriques ne sont pas ceux d’une loi .
Remarquons que les fonction§ de Bessel modifiées de troisieme espece vérifient : K, p(x) = Kp—p(x) :
il n’est pas possible de séparer L,,,, et M,,,,, qui sont les deux solutions de 1’équation du second degré.

Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants s’expriment sous la forme suivante :

f1 = log(u) + W(L) — log(L) + ¥(M) — log(M)
fy = U(1,L) + U(1,M)
fs = W(2,L) + ¥(2,M)

Connaissant alors les estlmes m, f<52 et :‘<63 des trois premiers log-cumulants, on voit qu’il est pos-
sible d’obtenir des estimés LMLC et ]\4MLC des deux parametres de forme en résolvant numériquement le
systeme :

{ \II(]‘?LMLC) + \Il(l MMLC) = ks

- N (8.11)
\II(QvLMLc) + \11(2 MMLC) = K3

ce qui ne pose pas de problemes majeurs eu égard a la convexité des fonctions Polygamma.

Un algorithme possible (toujours dérivé de [34], voir le paragraphe 3.2.5) consiste & réaliser les étapes
suivantes :

— vérifier que 'on a k3 < 0 (dans le cas contraire, on a peut étre affaire 4 une loi K Inverse).
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FIGURE 8.1 — Etapes de la méthode d’estimation des parametres de la loi K[u = 1., L = 2.10, M = 1.20].
L’initialisation s’effectue en recherchant la loi Gamma ayant la méme valeur de log-cumulant d’ordre 2 :
on trouve L = 0.92. Ensuite, on effectue les étapes décrites en diminuant la valeur de L de 0.09. On se
rapproche ainsi de la valeur théorique d’autant mieux que le pas AL est petit.

— initialiser la valeur Lg telle que : R
U(1,Ly) = Ko

— vérifier que 'on traite bien une loi . Pour cela on vérifie la relation :
2 1 2
Ry < \I/(Q, Lo) < 5 K3

(on peut utiliser un RPM pour cette inversion : voir 'annexe D, tableau D.2) Si ce n’est pas le cas,
on arréte l'algorithme.

— prendre My tres grand (ce qui revient & considérer (1, My) = 0 et ¥(2, My) = 0).

— choisir un pas incrémental positif pour les valeurs de L : AL

— aeffectuer itérativement les étapes suivantes jusqu’a convergence (ou arrét de Palgorithme sur test) :
— calculer U(2, L;) + (2, M;) et vérifier :

W(2,L;) +U(2,M;) < ks

Si ce test n’est pas vérifié, on arréte I’algorithme.
— incrémenter L; : ce qui donne L; 1 = L; + AL (avec un test pour que L; ne soit pas trop grand)
— calculer Mi+1 vérifiant \I/(l, Mi—i—l) = I:<Q2 — \If(l, Li-i-l)
On obtient ainsi ﬁMLc et MMLC.
Ce schéma numérique est illustré figure 8.1.

Connaissant ﬁMLC et MMLC, on en déduit l'estimé f du parametre p grace a la relation suivante :
log fiyye = F1 — (le(LMLC) - log(LMLC)) - (\I](MMLC) - log(MMLC))
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Notons que tres curieusement il n’y a pas de RPM fiable pour inverser le systeme 8.11 (voir [40]).

8.4.2 Loi K Inverse
La loi KZ a été présentée au paragraphe 4.3.2. Elle s’écrit :

w A F<L>1F<M> wa (Lﬂzw) T l2 (Lﬂf”ﬂ

Comme pour la loi I, la méthode du maximum de vraisemblance n’est appliquable que pour le parametre
i (le lecteur saura tout a fait adapter la démarche utilisée pour la loi K & son inverse).

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

L M
m = N T3 -1
_ L? M?
my = p? T-D)(L-2) MM-1)(M-2)
_ L3
my = (T-D(L—2)(L-3) (M—1)(M—2)(M—3)

Ce systeme peut se réécrire sous la forme

C1me (L1 (M—1)

Bo= = = 0y (8.12)
1 omy (L 1) (M —1)

B = e T =B (=)

Si 'on connalt des estimés des trois premiers moments 11, Mo et 13, on obtlent dlrectement les
estimés fi, L et M en résolvant le systéme 8.12. Pour cela, connaissant les estimés Ry et Rg, M et L sont
alors les solutions du polynéme du second degré en x suivant :

H(:L') = (Rl — 2R2 + R2R3) $2 + (*3R1 + 8R2 - 5R2R1) xr + (*GRQ + 2R1 + 6R1R2) =0

Si ces solutions sont réelles positives, il est aisé d’obtenir les identités suivantes :

(—3Ry + 8Ry — 5RyRy) + \/(—3R1 +8Ry —5RaRy)® — 4 (Ry — 2Ry + RyRs) (—6Ry + 2R, + 6R1 Ry)

P

MM 2 (R1 — 2Ry + R2R3)
o (<3Ry + 8Ry — 5RoRy) — \/(=3R1 + 8Ry — 5RyR1)° — 4 (Ry — 2R + RoRy) (~6R, + 2Ry + 6Ry Ry)
MM T 2 (R1 — 2Ry + R2R3)
R o Ly, —1 M, —1
e = T = =
Ly M,

Si les solutions ne sont pas positives, ni réelles, les moments empiriques ne sont pas ceux d’une loi KZ.

Notons qu'’il n’est pas possible de séparer LMM et MMM, qui sont les deux solutions d’une équation
du second degré : ceci se déduit directement de la forme analytique de la loi KXZ et des propriétés des
fonctions de Bessel modifiées de troisieme espece : Kp_p(z) = Ky ().

Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants de la loi £Z s’expriment sous la

forme :
k1 = log(p) — (¥(L) — log(L)) — (¥ (M) — log(M))
Re = YU(I,L) + ¥(1,M)
ks = —(¥(2,L) + ¥(2,M))

Connaissant alors les estimés m, ko et kg des trois premiers log-cumulants3, on voit qu’il est pos-

sible d’obtenir des estimés LMLC et MMLC des deux parametres de forme en résolvant numériquement le
systeme :
{ \Il(lv ML ) + \Il(l MMLC) = ’:12
—U(2, Ly,0) — V(2 MMLC) = K3
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ce qui ne pose pas de problemes majeurs eu égard a la convexité des fonctions Polygamma. Un algorithme
possible se déduit aisément de celui proposé pour la loi K (paragraphe 8.4.1).
Connaissant L, , et M, ., on en déduit 'estimé fi,,, . du parametre p grace a la relation suivante :

log fiye = "%1 + (\I](i/MLC) — log (LA;LC)) + \I](MMLC) — log (MMLC)
Notons que tres curieusement il n’y a pas de RPM fiable pour inverser le systeme 8.11 (voir [40]).

8.4.3 Loi de Fisher

La loi de Fisher a été présentée au paragraphe 4.3.3. Elle s’écrit :

L T(L+M) (JL\TZ)L_l
MuT(L)T(M) ( )L+M

Flu, L, M) (x) =
1+ 37

Matrice de Fisher Le calcul de la matrice de Fisher ne pose aucun probleme avec un logiciel de calcul
formel comme Maple(©). Cependant les expressions analytiques sont tres lourdes. Il faut noter que cette
matrice n’est pas diagonale.

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

m T p
1 M?
mz = Lt (-1 (M-2) w?
L4+1)(L+2 M
ms ( 2(2 ) (M—1)(M—2)(M—3) I

Ce systeme peut se réécrire sous la forme

B M
N
1 mgo (L+1)(M-1)
B A G LA St 8.13
Rl mi MMy L(M—Q) ( )
R, = Lms _ L+2M -1
2 mi Mo o L(M—S)

Si 'on connait des estimés des trois premiers moments 11, Mo et 73, on obtient directement 1’ex-
pression analytique des estimés fi,;, Ly, et M,,, en résolvant ce systeme. Connaissant les estimés R;
et Rs, on obtient au final (avec les conditions d’usage sur les dénominateurs) :

25

4 oy 2Ry — Ry)
. 4R, — 3Ry — 1

. 20R, — R

Ly 2 = R (8.14)
—R; + 2Ry — R1Ry

. 4R, — 3Ry — 1

M, 2 .
R, — Ry — 1

ou de maniere équivalente, mais plus explicite :

2y (M3 — i)

f = — — 5 =
MM 413 — 3myms — m3me
A~ A~ 2 A~ A~
i B 2m1 (m2 — mlmg)
MM a2 — 10 a — 11172
mamy moms mims
N 3msmy — 47?1% + m%mg
MMM =

m%mg + mims — 27’;1%
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On peut toujours trouver (au moins formellement) une solution (L, M) deés lors que les dénominateurs
du systeme 8.13 sont non nuls. Si les valeurs obtenues I:MM ou MMM ne sont pas positives, c’est que les
moments ne peuvent correspondre a une loi de Fisher.

Les cas d’annulation des dénominateurs correspondent a une des lois Gamma (normale ou inverse),
composantes de la corrélation de Mellin générant la loi de Fisher, dégénérée en loi homothétique. On
obtient en effet les cas suivants :

— 2Ry — Ry — 1 = 0:1il est facile de montrer que c’est le cas limite ou M — oo, i.e. le cas ou la

loi de Fisher est une loi Gamma,

— —R1 + 2Ry — R1Ry =0 : il est facile de montrer que c’est le cas limite ou L — 00, i.e. le cas ou

la loi de Fisher est une loi Gamma inverse,

— le cas ou ces deux relations sont vérifiées, ce qui donne :

ce qui permet d’écrire :

mgsz
mg,:m?

On reconnait les relations définissant les moments 2 et 3 de la distribution homothétique : c’est le
cas limite ou la loi de Fisher est une loi homothétique.

La limitation intrinseque de cette méthode repose dans I’existence nécessaire du moment d’ordre 3, ce
qui conduit & restreindre l'espace des distributions de Fisher ainsi accessibles & {L € R™, M €]3, +oo[}.
Expérimentalement, sans connaissance a priori sur la valeur de M, la méthode des moments donnera des
résultats fallacieux (voir I’exemple du parahraphe 10.3).

Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants de la loi de Fisher s’expriment sous
la forme :

Rio= log(u) + (U(L) — log(L)) — (¥(M) — log(M))
Fo = U(1,L) + U(1,M)
Fs = W(2,L) — U(2, M)

Connaissant des estimés k1, ko et k3 des trois premiers log-cumulants, on commence par déduire des

estimés ﬁMLc et MMLC en résolvant numériquement le systeme :
"%2 = V(L Lye) + V(1 M,,0)
k3 = \II(QvLMLC) - \11(27MMLC) (815)

ce qui ne pose pas de problemes majeurs eu égard a la convexité des fonctions Polygamma.

Un algorithme possible ([34]) consiste & réaliser les étapes suivantes (dont la description se limite ici
au cas fig < 0:le cas /%3 > 0 est tout aussi facile & traiter) :

— vérifier que l'on traite bien une loi de Fisher. Pour cela on calcule la valeur Lg telle que :

U(1,Lg) = ko
(on peut utiliser un RPM pour cette inversion : voir 'annexe D, tableau D.2) et on vérifie 'inégalité :
U(2,Lg) < ks

Si ce n’est pas le cas, on arréte l'algorithme (et on peut d’ailleurs supposer que l'on a affaire & une
loi Beta).
— initialiser les valeurs Ly et My telles que :

1
V(1 Lo) = Y1, M) = 552
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FIGURE 8.2 — Etapes de la méthode d’estimation des parametres de la loi Flpu = 1.,L = 1.10, M = 1.40].
L’initialisation s’effectue en recherchant la loi Gamma ayant la moitié de la valeur du log-cumulant
d’ordre 2 : on trouve L = 1.45. Ensuite, on effectue les étapes décrites en diminuant la valeur de L. On
se rapproche ainsi de la valeur théorique d’autant mieux que le pas AL est petit.

I
s

choisir un pas incrémental positif pour les valeurs de L : AL
effectuer itérativement les étapes suivantes jusqu’a convergence (ou arrét de 1’algorithme sur test) :
calculer W(2, L;) — (2, M;) et vérifier :

I
s

W(2,L;) —U(2,M;) > ks

Si ce test n’est pas vérifié, on arréte ’algorithme.
— incrémenter L; : ce qui donne L;y; = L; — AL (avec un test pour que L; ne soit pas trop grand)
calculer M; 4, vérifiant W(1, M;11) = ko — (1, Liy1)
On obtient ainsi L, . et M,,, .
Ce schéma numérique est illustré figure 8.2.

Connaissant ﬁMLC et M,, ., on en déduit l'estimé fi,,, . du parametre p grace a la relation suivante :
1Og:LALl\/ILC = i/%l - (\II(LI\/ILC) - log (LI\/ILC)) J’» \II(MI\/ILC) - log (MI\/ILC) (816)

Notons que 1'on peut utiliser un RPM pour inverser le systéme 8.15 (voir Pannexe D.5.1).
Méthode du Maximum de Vraisemblance La forme analytique assez simple de la loi de Fisher

permet d’établir facilement le systéme d’équations vérifié par les estimés au sens du maximum de vrai-
semblance des parametres p, L et M et notés ici i, L et M [35] :

iv: —(L(;” J: A“ju) = 0 (8.17)
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|
o

(8.18)

N Lz,
;( (L+ M) — U(L )+10g<7L$n+Mﬂ>>

( (L + ) — W(NI )+1og<mM7fml>> ~ 0 (8.19)

Aucune relation explicite donnant directement ces estimateurs n’existe et seules des méthodes itératives
permettent de les calculer. Cependant, si on connait les estimés Let M , on peut établir deux relations
intéressantes vérifiées par fi,,,,, :

— a partir de la relation 8.17, on obtient une relation implicite :

|Mz

:LLI\/H\/IV

— en reportant I’expression 8.17 dans les relations 8.18 et 8.19, on obtient aisément la relation :

%ilogzn = logji,. + (\Ii(ﬁ) — 1ogﬁ) - (\I/(M) - 1ogM)
n—=1

et on reconnait formellement la relation 8.16 donnant I’estimé du parametre p pour la méthode des
log-cumulants une fois établis les estimés de L et M.

8.4.4 Loi Beta

La loi Beta a été présentée au paragraphe 4.3.4. Elle s’écrit :

Blu, L, M](z) = -~ L) L)(Lx)L_l (1—£)M_L_1 xe[o;@] M>L

M puT(L)D(M — L) \ M p

et I’estimation de ses parametres a été déja abordée au paragraphe 3.2.5.

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

mq = WM
_ 2L+l M
mz = M7 m4a
. 5 LA(I1)  a?
3 H L2 (M+1)(M+2)

De maniere similaire a la loi K, ce systeme peut se réécrire sour la forme

m = H

B 1 mo . (LJrl)M
R = p—— LT+ 1) (8.20)

R, = Lms _ LHDM
> 7 mime  L(M+2)

Ce systeme se résout simplement et permet d’écrire :

Py = M1
) 2(R; — R»)
L 8.21
MM _Rl + 2R2 _ R1R2 ( )
. 2(Rs — R1)
M _
MM 2R1 — Ry — 1
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Contrairement au systéme de la loi K, on peut toujours trouver (au moins formellement) une solution
(L, M) deés lors que les dénominateurs du systéme 8.21 sont non nuls (la condition sur le déterminant
pour la loi IC était tout autrement restrictive).

Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants de la loi Beta s’expriment sous la
forme :

Rio= log(u) + (U(L) — log(L)) — (¥(M) — log(M))
Fo = W(1,L) — (1, M)
ks = U(2,L) — U(2,M)

Connaissant des estimés k1, ko et k3 des trois premiers log-cumulants, on commence par déduire des
estimés L et M, . en résolvant numériquement le systeme :

MLC MLC
"%2 = lI/(Li’l\/mc) - \Il(l’MMLC)
Ry = \II(QvLMLc) - \11(27MMLC) (822)

ce qui ne pose pas de probleme majeur eu égard a la monotonicité des fonctions Polygamma. Par exemple,
on peut appliquer la méthode décrite au paragraphe 3.2.5 (figure 3.8) et qui se déroule selon le schéma
suivant :

— connaissant la valeur du log-cumulant ko, initialiser la valeur L telle que :

U(1,Ly) = Fs

(on peut utiliser un RPM pour cette inversion : voir ’annexe D, tableau D.2)
— vérifier que l'on traite bien une loi Beta. Pour cela on calcule la valeur Ly doit vérifier 'inégalité :

W(2,Lo) > ks

(on peut utiliser un RPM pour cette inversion : voir 'annexe D, tableau D.2). Si ce n’est pas le cas,
on arréte lalgorithme (et on peut d’ailleurs supposer que 'on a affaire & une loi de Fisher ou & une
loi KC).

— prendre My tres grand (ce qui revient & considérer W(1, My) = 0 et ¥(2, My) = 0).

— & choisir un pas incrémental positif pour les valeurs de L : AL

— a effectuer itérativement les étapes suivantes jusqu’a convergence (ou arrét de I’algorithme sur test) :
— calculer U(2, L;) — ¥(2, M;) et vérifier :

U(2,L;)—¥(2,M;) > Rs

Si ce test n’est pas vérifié, on arréte ’algorithme.
— incrémenter L; : ce qui donne L; 11 = L; — AL (avec un test pour que L; ne soit pas trop petit)
— calculer M, vérifiant W(1, M;11) = V(1, Lit1) — Ro

Connaissant L, . et M, ., on en déduit 'estimé fi,,, ., du parametre p grace a la relation suivante :
1()g:LALl\/ILC = i%l - (\II(LI\/ILC) - log (LI\/ILC)) + \II(MI\/ILC) - log (MI\/ILC) (8'23)

Notons que 1’on peut utiliser un RPM pour inverser le systéme 8.22 (voir Pannexe D.5.2).

Méthode du Maximum de Vraisemblance La forme analytique assez simple de la loi Beta permet
d’établir facilement le systéme d’équations vérifié par les estimés au sens du maximum de vraisemblance
des parametres p, L et M et notés ici i, L et M [35] :

XN: (0 =1y — 15 -0 (8.24)

n=1 (Mﬂ - Ewn)
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(8.25)

5}
o)
N
§>
.
(S
|
8
3
N———
N———
I
o

N
> (xp(ML) + U(L) —
> (@(Mﬁ) + (M) — log (MMMi“Lx» =0 (8.26)

Aucune relation explicite donnant directement ces estimateurs n’existe et seules des méthodes itératives
permettent de les calculer. Cependant, si on connait les estimés Let M , on peut établir deux relations
intéressantes vérifiées par fi,,,,, :

— a partir de la relation 8.24, on obtient une relation implicite :

—an

:LLI\/H\/IV

:LLI\/H\/IV

N
> T
T
z:: M:“MMV - L Ln

— en reportant I’expression 8.24 dans les relations 8.25 et 8.26, on obtient aisément la relation :

n=1

et on reconnait formellement la relation 8.23 donnant I’estimé du parametre u pour la méthode des
log-cumulants une fois établis les estimés de L et M.

8.4.5 Loi Beta Inverse

(IV[I 1)]M L—-1

M T(M) Tu — Ly

T\, L,M|] = — —; M > L

B [:ua ’ ] L/LF(L)F(M*L) (M)]M .Z‘E|:M,OO|: >
Lp

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

L M-1
e N T (M—1)(M—2)
I _ _
my = = 1)(L -2) M?
- (M—1)(M—2)(M—3)
my = - 1)(1: 2)(L—3) E

De maniere similaire a la loi Beta, ce systeme peut se réécrire sour la forme

B L M-1
S o R V
1 me (L-1)(M-2)
R = —— = 8.27
! my my (L—2) (M —1) (8:27)
R, — Lms _ L-DWM=3)
T mimy (L-3)(M-1)
Ce systeme se résout simplement et permet d’écrire :
A 14+ 3Ry —4R,
L = = - .2
MM 1 + R2 _ 2R1 (8 8)
N 3R1 —4Rs + RoRy
MMM =
2Rs + RoR1 + Ry
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[y Sécrivant :
LMM -1 MMM
L My —1

MM

Py = T
MM
Contrairement au systéme de la loi &, on peut toujours trouver (au moins formellement) une solution
(L, M) des lors que les dénominateurs du systéme 8.28 sont non nuls (la condition sur le déterminant
pour la loi IC était tout autrement restrictive).

Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants de la loi Beta Inverse s’expriment
sous la forme :

Ri = log(n) — (W(L) — log(L)) + (¥(M) — log(M))
Fo = U(1,L) — U(1,M)
Rs = —U(2,L) + ¥(2,M)

Connaissant des estimés k1, ko et k3 des trois premiers log-cumulants, on commence par déduire des
estimés L et M. en résolvant numériquement le systeme :

MLC MLC
"%2 = ‘I](l’LMLC) - lI/(17]\41\/1140)
Ry = 7\:[}(27LMLC) + \11(27MMLC) (829)

ce qui peut se faire aisément en adaptant la méthode décrite pour la loi Beta.

Connaissant L et M, on en déduit 'estimé fi,,, . du parametre p grace a la relation suivante :

MLC MLC?

g five = f+ (Wle) = 108 (Lue)) = (W(h0) — log (Myc))

Notons que 'on peut utiliser un RPM pour inverser le systéme 8.29 (en adaptant celui de la loi Beta,
voir Pannexe D.5.2).

8.5 Estimation des parametres : Lois généralisées

8.5.1 Loi de Weibull W [u, 7]

La loi de Weibull a été présentée au paragraphe 5.1.1. Elle s’écrit :

W@ = 2 (E) e

)77

Tl

Matrice de Fisher La matrice de Fisher s’écrit :

(8.30)

n? v +1
< _\Ifﬁ)+1 1+2@(1)+@?1)2+@(1,1) )
W n?

Notons que ce calcul s’effectue sans difficultés majeures si on se place dans le contexte des modeles mixtes
(voir paragraphe 2.4.7).

Méthode des Moments Ses deux premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

m; =

ma

1
MF(l + 5)
T+ 2)
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Ce systéeme n’a pas de solutions analytiques : il faut utiliser un schéma numérique faisant intervenir ces
deux relations. Si ’on connait des estimés des deux premiers moments 1m; et 12, on peut écrire la relation
vérifiée par un estimé du parametre de généralisation 7 :

L1+ =2-)

(r(1+%))2 T (i)?

solvable numériquement eu égard & la monotonicité de la fonction Gamma. Connaissant ainsi 7,,,,, un
estimé du parametre p s’obtient par la relation :

my
L1+ =)

Thvim

l’[’ MM

L’écueil de la méthode réside dans I’existence supposée des deux premiers moments. De ce fait, les

solutions trouvées vérifient toujours :
2
- > —1

771\/[ M

Bien évidemment, d’autres moments (fractionnaires et/ou négatifs) pourraient étre utilisés pour traiter
ces cas spécifiques.

Méthode des Log-Cumulants Ses deux premiers log-cumulants s’expriment sous la forme suivante :

Rl = 1ogu+$
Re = 5 U(L1)

Connaissant une estimation du log-cumulant d’ordre 2 : ks, on en déduit explicitement une relation pour
lestimateur du parametre 7 :

v

—~
—_

1)
2

hare

T

ainsi qu’une relation pour l'estimateur du parametre y :

1OgﬂMLc = "%1 - \I](l)

Il faut noter que ces deux relations sont utilisées depuis tres longtemps pour estimer les parametres de
la loi de Weibull : ¢’est Menon ([30]) qui, en 1963, a découvert ces relations sans utiliser le cadre formel
des log-statistiques.

Une autre relation existe pour ’estimateur du parametre 7 :

A~/
nl\/ILC

associé a l'estimateur du parametre py :

logfl, . = k1 4+ U(1)

Le choix est levé & Paide du troisiéme log-cumulant (qui détermine en pratique dans quel quadrant du
diagramme Ro — k3 se trouve la loi étudiée) puisque I'on doit avoir :

n>0 si k3 <0

n<0 si k3>0
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8.5.2 Loi Gaussienne Généralisée NG™ [0, 1]
La loi Gaussienne Généralisée a été présentée au paragraphe 5.1.2. Elle s’écrit :

NGt [o,n] (z) = () zeRT

ol’ (l)
n
Matrice de Fisher La matrice de Fisher s’exprime :

_ 1t e(s)

LR (e w (120 () (20 e (3))

Méthode des Moments Ses deux premiers moments s’expriment sous la forme suivante :
m - ()
r(5) ~\n
— a2 3
= win T 6)

Connaissant des estimés des deux premiers moments m; et ms, on en déduit un estimé du parametre
1 grace a la relation implicite dans laquelle on reconnait le carré du coefficient de variation :

()0 ()
ES

se déduit alors de ’expression de 77 :

Connaissant 7,,,,, Ty

Méthode des Log-Cumulants Ses deux premiers log-cumulants s’expriment sous la forme suivante :

1
k1 = logo + \Ij(n")
" v(1d)
k2 = —p—

Connaissant une estimation du log-cumulant d’ordre 2 : Ko, un schéma numérique permet de retrouver
un estimateur du parametre 7, qui doit vérifier la relation :

v (1, _1 )
TMLc _

K2
22
77MLC

Notons que ce systeme numérique est tres simple puisque la fonction
v (L)
_\ "7
2

est strictement monotone.
L’estimateur du parametre o se déduit de la relation suivante :

v (7)
’F]MLC

rr]l\/ILC

log6,c = R1 —
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8.5.3 Loi Gamma Généralisée

La loi GG a été présentée au paragraphe 5.2.1. Elle s’écrit :

s (e ()
GG [, L) (z) = e

w @)\ n

Matrice de Fisher Le calcul de la matrice de Fisher ne présente aucune difficulté et s’écrit :

Ln? _Y(L)+ 1 —logL

’ 0 1 "

0 U(1,L) — T Tn (8.31)
_W(L)+ £ —logL 1 1+2(L—1)log L + 2W(L)(1 — 2L log L) + LY¥(L)? + L¥(1,L)

3 n n?

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

r(L++
— (_ +)
L7 T(L)
2
mo 27F(2L+")
L7 T(L)
3
ms — 3 F(gL+n)
Ln T(L)

Ce systeme ne semble pas avoir de solutions analytiques et ne peut se résoudre que par un schéma
numérique faisant intervenir ces trois relations.

Méthode des Log-Cumulants C’est uniquement dans ce cadre que I'on peut facilement estimer les
parametres de la loi Gamma Généralisée. En effet, les trois premiers log-cumulants s’écrivent :

F1o= log(p) + v(L) —77108(11)
s~ v(1,L)
R = —z
s~ v(2,L)
R3 = o

Connaissant une estimation des log-cumulants d’ordre 2 et 3 : &g et ks, un estimateur de L vérifie
alors la relation :

'%3 _ \I](Q’LMLC)2
FRE TN A (832
Ko y “MLC

et on peut par un schéma numérique tres simple en déduire L,, . (on peut aussi utiliser un RPM, voir
annexe D, relation D.4).
Connaissant L,,, ., on en déduit explicitement un estimateur du parametre 7 :

R : )
|77MLC| = z _— (8'33)
2

son signe étant donné par le signe de kK3 :

e > 0 si /353<0
e <0 si B3 >0

Enfin le parametre [, . se déduit de la relation suivante :

. s \II(LMLC) — log (LMLC)
log fiype = F1 —

771\/ILC
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8.5.4 Loi K généralisée KG [u, L, M, n)]
La loi G a été présentée au paragraphe 4.3.1. Elle s’écrit :

M+L

KG . L, ) (x)

NAINGTI I

2| | Ll Ml LL Ml n———1 LL Ml
I

Méthode des Moments Ses quatre premiers moments —s’ils existent— s’expriment sous la forme sui-

vante :
r(L+1) T(M4+2L
= ) T(ued)
Ln T'(L) Mn T'(M)
r(L+2) r(mM+2
mo — /’L2 (2 n) (2 n)
L7m (L) M7 T(M)
r(L+3) v(M+32
ms — MB g n) (i n)
L7 (L) M7 T(M)
r(L+%) r(mM+4
my = /1/4 (A n) (A n)
L7 (L) M7 T'(M)

Ce systeme ne semble pas avoir de solutions analytiques et une méthode numérique semble possible, mais

peut étre hasardeuse.

Méthode des Log-Cumulants Ses quatre premiers log-cumulants s’expriment sous la forme suivante :

R logp + +(W(L) —log L + ¥(M) —log M)
Re = 5 (P(1,L) + ¥(1,M))
Ry = 55 (U(2,L) + ¥(2,M))
R4 o (U(3,L) + ¥(3,M))

Connaissant une estimation des log-cumulants d’ordre 2, 3 et 4 : fﬁg, k3 et 1%4, les estimateurs de L et

M vérifient alors les relations :

- - 2
(\II(Q’LMLC) + V(2 Myc ))

2 (‘II(LLAMLC) + ‘Il(l’lv{NlLC))
Ry — Y3 Lyre) + ¥BMyy o)
75 (Y1, Ly o) + U1,y )

et on peut par un schéma numérique en déduire L et M.
Le parametre de généralisation n est alors donné par :

A —_ \Il(]"il\/lLC) + \II(]‘?MI\/ILC)
|771\/ILC| -

Ko

son signe étant donné par le signe de k3 :

n >0 si /353<0
N <0 si Rg >0

Enfin le parametre {1, . est donné par :

(P = 108 (Lune)) + W(y0) — log (

(8.34)

W)

MLC

log i = R — ~
e 771\/ILC
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8.5.5 Loi de Fisher Généralisée FG [, L, M, 1]

La loi FG a été présentée au paragraphe 5.3.2. Elle s’écrit :

]:g[ﬂaLaMan] (:L') =

Inl L7 T(L+ M)

i ps T(L) D(M) (1 (L

La loi de Fisher étant sa propre inverse, on peut se restreindre & la recherche des parametres (u, L, M, n)
avec 11 > 0. On a en effet la propriété :

Méthode des Moments

vante :

]:g[lhluMﬂ?] = fg[MaMaLa_n]

r(r+i r(m-1
my = g ) El i)
Ln (L) M 7 I'(M §
r(L+2 r(mM-2
ma — ,LLQ (2 n) El ]
Ln (L) M 7 T'(M)
r(L+2 r(mM-2
my = o FOE) gin
Ln (L) M 7 T'(M)
r(L+4) r(m-2
S R
L7 T(L) M~ 7 T'(M)

Ses quatre premiers moments —s’ils existent— s’expriment sous la forme sui-

Ce systeme ne semble pas avoir de solutions analytiques et une méthode numérique semble possible, mais
peut étre hasardeuse.

Méthode des Log-Cumulants

= logu + %(\I/(L)flogL — (v(M) —
= = (VL) + ¥(1,M))
= L(wEL) - v M)

2 (U(3,L) + W(3,M))

Ses quatre premiers log-cumulants s’expriment sous la forme suivante :

log M))

Connaissant une estimation des log-cumulants d’ordre 2, 3 et 4 : kg, kg et k4, les estimateurs de L et
M vérifient alors les relations :

et on peut par un schéma numérique en déduire L

Le parametre de généralisation n est alors donné par :

Enfin le parametre {1, . est donné par :

logﬂMLC = k1

’%_2 — (\II(Q’i’MLC) - (2, MMLC))
23 -
f2 (\Il(l’LMLC) + (1, ]\/IMLC)) 8.36
2! \II(S’LMLC) + 93, MMLc) . ( ’ )
Ro (‘I'(l’LMLc) + v, MMLC))
MLC et MMLC
. \/w,im) (1, M)
e =
K2
- (le(LMLC) - 1Og (LMLC)) + \II(MMLC) - 1Og (MMLC)
" (8.37)

771\/ILC
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8.5.6 Loi Beta Généralisée BG [, L, M, 1]

La loi BG a été présentée au paragraphe 5.3.3. Elle s’écrit :

1
Mn

T

m

1 1 nL—1 1 m M-L-1 1 4 e |0; —’i] sin >0
L7 (M L+ 1 ;
BQ[M,L,JW,U]ZMﬁ# <—£> <1—< :E) ) v
o

=
M ze |M “;oo] sin <0
L

3

S|

Méthode des Moments Ses quatre premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

1 1
mo=
I'(L+2) MM
" ”L(—p&% e3)
4y o A

Ce systeme ne semble pas avoir de solutions analytiques et une méthode numérique semble possible, mais
peut étre hasardeuse.

Méthode des Log-Cumulants Ses quatre premiers log-cumulants s’expriment sous la forme suivante :

Fiy logp + £ (W(L)—logL — (¥(M)—log M))
o = L (U(L,L) — W(1,M))
Fs = o (W(2,D) — (2 M)
Re o= S (U(3,L) — U(3,M))

Connaissant une estimation des log-cumulants d’ordre 2, 3 et 4 : /:12, ks et /%4, les estimateurs de L et
M vérifient alors les relations :

,%_g (v(2,Ly00) — \I/(z,MMLC))z
Ko (w(l,QMLC) - @(1,@MLC))
By = VBl —VGMy o) (8.38)
R (‘II(LLMLC) - ‘I’(LMMLC))

et on peut par un schéma numérique en déduire iMLC et MMLC, avec la condition iMLC < MMLC.
Le parametre de généralisation n est alors donné par :
~ _ \Il(]"LMLC) — \II(]‘?MMLC)
|77MLC| - 2
K2
son signe étant donné par le signe de Rs
e > 0 si Rz < 0
e < 0 si k3 >0
Enfin le parametre fi,,, . est donné par :
~ - (le(LMLC) - 1Og (LMLC)) + \II(MMLC) - 1Og (MMLC)

108 flae = F1 + (8.39)

771\/ILC
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8.6 Estimation des parametres : Lois en amplitude

C’est dans ce cadre que la méthode des log-Cumulants montre un réel intérét. En effet, comme nous
I’avons déja remarqué dans le cas de I'estimation des lois généralisées, la méthode des moments se résout
d’autant plus naturellement que I'on connait la puissance 1 de la variable et que ’on peut alors calculer
des moments d’ordre nr correspondant a des moments entiers d’ordre r pour la loi sous jacente : les
expressions analytiques deviennent inversibles. Or, dans le cas des lois en amplitude (n = 2), cela revient
a considérer les moments pairs de la loi sous jacente : par exemple, pour estimer les parametres d’une loi
a deux parametres, il faudra prendre les moments d’ordre 2 et 4. Dans ce cas, la variance des estimateurs
des moments va dépendre des moments d’ordre 4 et 8 (voir relation 7.5) et estimation sera bien moins
fiable que dans le cas ou 'on peut effectivement se contenter des moments d’ordre 1 et 2.

En revanche, rien de tout cela se passe pour la méthode des log-Cumulants et on a de plus la relation
fondamentale entre les log-Cumulant d’une loi en amplitude et les log-Cumulant d’une loi en intensité
(relation 2.60) :

- 1.

RAr = ?HI,T
Les schémas a résoudre pour 'estimation d’une loi en amplitude par la méthode des log-Cumulants sont
alors quasiment identiques & ceux utilisés pour la loi en intensité correspondante (& un simple facteur
multiplicatif pres).

Dans ce paragraphe, une grande partie des lois analysées seront déclarées inadaptées a la méthode des
moments : au lecteur de considérer les moments pairs et de se reporter a la loi “standard” correspondante.

8.6.1 Loi de Rayleigh R [y]

Méthode des Moments Le premier moment de la loi de Rayleigh s’écrit :

Connaissant I’estimé du premier moment 11, 'estimér du parametre p au sens de la méthode des moments
est donnée par :
2

fory = 11 ﬁ
Méthode des Log-Cumulants Le premier log-cumulant de la loi de Rayleigh s’écrit :
~ 1
k1 = logu + 5\11(1)

Connaissant Destimé du premier log-cumulant 71, I'estimé du paramétre p au sens de la méthode des
Log-Cumulants est donnée par :

2 1
log:uMLC = K1 — 5\11(1)

8.6.2 Loi de Rayleigh Inverse RZ [u]



Méthode des Moments Le premier moment de la loi de Rayleigh Inverse s’écrit :

my = pw

Connaissant ’estimé du premier moment 7, estimateur du parametre p au sens de la méthode des

moments est donnée par :
1

e = 1 7
On peut noter que le moment d’ordre 2 n’existe pas pour cette loi, ce qui interdit 'approche de Kendall
& Stuart pour calculer la variance de cet estimateur.

Méthode des Log-Cumulants Le premier log-cumulant de la loi de Rayleigh Inverse s’écrit :
N 1
Rio= logp — ¥(1)

Connaissant 1’estimé du premier log-cumulant k1, estimateur du parametre u au sens de la méthode des
Log-Cumulants est donnée par :

N 1
log:uMLC = K1 + 5\11(1)

8.6.3 Loi de Rayleigh-Nakagami RN [u, L]

RN 1] ) = 2 YL <@> )

pIL)\ n :

Matrice de Fisher 1l est facile de calculer la matrice de Fisher de la loi de Nakagami, qui s’exprime :

aL 0
u? .
( 0 \I/(l,L)—% )

Méthode du Maximum de Vraisemblance Le calcul a mener dans le cas de la loi de Nakagami
s’effectue sans probleme (voir [35]) :

d1ogRN 2L (p* — u?
QlogRN _ 2L (i — v’) (8.40)
o p?
d1ogRN > —u?
OaLL = % + log L — (L) + logu® — log 1i* (8.41)
On en déduit :
— une expression explicite pour l'estimé de p :
i Yooy 3
Py = Tl (8.42)
— une expression implicite pour L, ce qui donne un schéma numérique a résoudre :
. A . ZTZL log
log Ly — \II(LMMV) = 2 <log Hyney - — IT (843)

Notons qu’il serait tout a fait judicieux d’utiliser une inversion par RPM de la fonction :
logz — U(x)

pour obtenir un résultat fiable quasiment instantanément : une expression utilisable dans le contexte
de I'imagerie cohérente est donnée en annexe (voir le tableau D.2 de annexe D).
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Méthode des Moments Ses deux premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

_ L(L+3)
mr = BT
2

mo = N

Si le second moment permet de déduire le parametre p :

Bo= yme
le premier moment ne donne qu’'une forme implicite du parametre L puisque 'on a alors la relation :

(L + %) m

VLT(L) Vma

dans laquelle on reconnait une fonction de Pochhammer (voir annexe A.1.6) dont I'inversion numérique
se fait sans difficulté majeure (voir le paragraphe D.4.1 de Pannexe D pour une inversion par RPM) . On
peut aussi utiliser 'approximation A.21 pour L grand (hypothese & poser et & valider a posteriori) :

I(L+3%)  Poch(L+3,3) - 1
VLIT(L) VL - 8L

C’est a cause de cette forme implicite qu’il est d’usage d’utiliser les moments d’ordre 2 et 4 pour
estimer les parametres de la loi de Rayleigh-Nakagami. On a en effet :

2
mo = H

4L+1
msg = u%

c’est & dire le systéme permettant d’inverser les parametres de la loi Gamma (puisqu’une des propriétés
des lois en amplitude est d’avoir une égalité entre leurs moments pairs d’ordre 2r et les moments d’ordre
r de la méme loi prise sur des données en intensité). Connaissant des estimés des moments d’ordre 2 et
4 de la loi de Rayleigh-Nakagami, my et M4, on en déduit les estimés [, et iMM des parametres p et
L au sens de la méthode des moments par les relations (dans lesquelles on reconnait celles utilisées pour
Pestimation des parametres d’une loi Gamma, relation 8.7) :

Py = M2

L = —2
MM m4 _ m%

Cette méthode a un défaut : celui d’étre lié a I'estimation de moments d’ordres élevés, mq et 1y, pour

lesquels la variance des estimateurs est directement liée aux moments d’ordre 4 et 8. Ainsi obtenus, les

estimateurs de p et L ont une plus forte variance que ceux calculés avec des moments d’ordre 1 et 2 (voir

[35]).

Méthode des Log-Cumulants Les deux premiers log-cumulants de la loi de Rayleigh-Nakagami
s’expriment sous la forme :

{ i = log(n) + 5 (¥(L) — log(L))
Fo = 10(1,L)

Pour inverser le systéme, on applique la méme méthode que celle utilisée pour la loi Gamma (paragraphe
8.3.1):
— connaissant un estimé ko du log-cumulant d’ordre 2, on en déduit L
de forme L, qui doit vérifier la relation :

vLe s un estimé du parametre

U (1 Ly ) = 4o
On peut utiliser pour cela un RPM (voir tableau D.2 de annexe D).
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— Connaissant un estimé <1 du log-cumulant d’ordre 1, et connaissant cet estimé L du parametre

de forme L, on en déduit un estimé de pu, grace a la relation :

1

log iy e = "%1 ) (\I](i/MLC) - log(i/MLC))

Notons que pour que la solution ainsi trouvée soit réellement une loi de Rayleigh-Nakagami, il faut
utiliser un estimé du log-cumulant d’ordre 3, /3, et vérifier 'inégalité

MLC

ks <0

Méthode du Coefficient de Variation Le coefficient de variation de la loi de Rayleigh-Nakagami

s’écrit :
(L)L +1)
2
(ML +3)
expression que 'on peut inverser avec un RPM (voir la relation D.5 de 'annexe D).
Notons qu’une bonne approximation de cette expression permet d’écrire :
- 1
LN

et en connaissant une valeur empirique 4 du coefficient de variation, on en déduit un estimé du facteur
de forme L :

. 1
L ~ —
gl

MCV 4

8.6.4 Loi de Rayleigh-Nakagami Inverse RNZ [y, M]

RNZ [p, M] (x)

xT

J2 (T (e
 pVMT(M)

Méthode des Moments Les deux premiers moments de la loi de Rayleigh-Nakagami Inverse s’ex-
priment sous la forme suivante :

VMT(M-1) 1
mi ron . M>3
me = /ﬂ% M >1

et ce systeéme n’est pas analytiquement inversible (comme dans le cas de la loi de Rayleigh Nakagami, on
voit apparaitre une fonction de Pochhammer, non inversible analytiquement).
La tentation est grande de prendre les moments d’ordres 2 et 4 :

2 M
{m2 = KWy

M?

_ 4
my = L) (ar—2)

et de se retrouver ainsi avec le méme systéme inversible que celui de la loi Gamma Inverse (paragraphe

8.3.2) :
. Mo 14
e =\ 55 =
2

- _ 2hy — 3

MM My — M3
Or il est toujours possible de calculer des estimés de moments d’ordre quelconque a partir d’un tableau
fini de valeurs finies, méme si la loi sous jacente ne possede pas ces moments. Aussi cette méthode est &
proscrire (& moins que 1’on sache a priori que la relation M > 4 est vérifiée).
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Méthode des Log-Cumulants Les deux premiers log-cumulants de la loi de Rayleigh-Nakagami
Inverse s’expriment sous la forme :

{ - log<>+%<w<L>—1og<L>>
Ko = (7L)

Pour inverser le systéme, on applique la méme méthode que celle utilisée pour la loi Gamma Inverse
(paragraphe 8.3.2) :
— connaissant un estimé &y du log-cumulant d’ordre 2, on en déduit ﬁMLc, un estimé du parametre
de forme L, qui doit vérifier la relation :

W(Lﬁmc) — 4,

On peut utiliser pour cela un RPM (voir tableau D.2 de I'annexe D).
— Connaissant un estimé #; du log-cumulant d’ordre 1, et connaissant cet estimé L
de forme L, on en déduit un estimé de u, grace a la relatmn :

vLe du parametre

N 2 1 A N
IOgH’MLC = K1 + 5 (\II(LMLC) - log(LMLC))

Notons que pour que la solution ainsi trouvée soit réellement une loi de Rayleigh-Nakagami Inverse,
il faut utiliser un estimé du log-cumulant d’ordre 3, k3, et vérifier I'inégalité

ks >0

8.6.5 Loi de Rice : formalisme traditionnel

La loi de Rice s’écrit traditionnellement sous la forme (6.2.3) :

2w _ g 2uc
RC [, pc] = —e # Io (
I u?

les deux parametres & rechercher étant p (caractérisant le chatoiement sous jacent) et pc (une cible
ponctuelle).

Méthode du Maximum de Vraisemblance Par dérivation selon chacun des parametres, on obtient :

(22 + 12 =2 Io (252) = 2pc o 1 (252)
w h (%5)

—ne o (252) + o1 (252)

log (RC [, pc]) = 2 (8.45)

2 Iy (2#0 1)

5 108 (RC [t cl) = 2 (8.44)

pc

Ceci permet d’écrire le systéme implicite suivant :

2;7; x
N Il ﬂl;/IMV n
—~ 1 MMV r
|%%6] = N E — n
MMV N 2”CMM .
n=1 IO A;Q\;
Fymv
N
~Q _ 1 2 —~2
Hyinv - N z :l‘n HCyiy
n=1

En pratique, on initialise les deux valeurs et on opere successivement les deux relations. La convergence
n’est pas tres rapide d’autant plus que le calcul requiert des évaluations de fonctions de Bessel modifiées
de premiere espece, toujours chronophages.
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Méthode des Moments En utilisant le systeme des moments d’ordre 2 et 4 de la loi de Rice :
mo = ,LL2 + ,LLQC
ma = 2u + dpgp® + pd

on obtient facilement les expressions analytiques des estimés des parametres uc et p grace aux deux
relations suivantes :

I

o, = (2m3 — mi) (8.46)

1
2

Py = (m2 — (2m3 - m4)%) (8.47)

Comme dans le cas de la loi de Rayleigh-Nakagami, on n’a d’expression explicite qu’en prenant les
moments d’ordre 2 et 4, 'utilisation des moments d’ordre 1 et 2 ne permettant qu'une expression implicite
des parametres de la loi.

Méthode des Log-Cumulants La forme analytique de la fonction caractéristique de deuxieme espere
de la loi de Rice ne permet pas d’établir les expressions des log-cumulants : en effet, on ne sait pas dériver
une fonction de Kummer selon son premier parametre.

8.6.6 Loi de Rice : nouveau formalisme [38]

La loi de Rice s’écrit aussi sous une autre forme (paragraphe 6.2.4, relation 6.1) :

2r (=222
RCy [, ] (z) = u—ﬁe (=2 +2) g, (uz)

les deux parameétres & rechercher étant p (caractérisant le chatoiement sous jacent) et A (caractérisant la
cible ponctuelle) tel que pc = Ap.

Méthode du Maximum de Vraisemblance Par dérivation selon chacun des parametres, on obtient :
2\ x T 2\ x
3 22z
w? Io ( m )

o 2z 1 (2/\_96)

—log (RCy[1,A]) = —2A + —4—~ "2 (8.49)
X o (22)

w

Si on dispose de N échantillons, et en supposant que les parametres optimaux existent et sont notés
ey €6 Aynry > 12 relation 8.49 permet d’écrire :

1 N T
>\MMV = NZ .

ﬂMMV IO (2/\MMM zn)

% log (RC2 [, A]) (8.48)

I1 (2;\MMV Ty )

Hymv

(8.50)

Hyvivv

En utilisant cette relation 8.50, il est alors possible de reformuler la relation 8.48 sous la forme :

N
1 2 ~2 12
Nzxn = Hymv (1 + )\MMV)
n=1

ce qui donne une expression explicite pour le parametre f,,,,, :

(8.51)

:LLI\/H\/IV
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Méthode du coefficient de variation L’intérét de ce nouveau formalisme est que le parametre A
peut s’écrire sous forme implicite uniquement en fonction du coefficient de variation puisque 'on a :

L \/ N 1 Fy(2;1;02) 4N (14 22)

— 1 = -1
(C(1+2) 1B (1+4:10)) (1N I (B) + 221 ()

On peut en déduire une approximation du coefficient de variation pour de grandes valeurs de A :
1
1T U
Notons que 'on peut facilement écrire un RPM de ces expressions, ce qui donne, connaissant un
estimé 4 du parametre «y (voir [40] :
1. — 2.864928 4 — 3.193363 4% + 15.715797 43 — 11.713746 4*
Mev = 0017883 +1.815109 4 — 7.318177 42 + 8.717601 43 — 2.362803 4+

Connaissant cet estimé du parametre A, 'estimé du parametre p s’obtient a partir du moment d’ordre
1, ce qui permet d’écrire :

A

(8.52)

Z|=

N
Do
n=1

e Miev T (1+4) 1A (1+ 5138,

MCV

Hynicv

8.6.7 Loi K en amplitude
La loi K en amplitude, ICA, a été présentée au paragraphe 6.3.1. Elle s’écrit :

M+L—-1
KA LM @) = Fopean (ﬂj“) Ku-r [2—”5“]

Méthode du Maximum de Vraisemblance La conséquence de cette incapacité a déterminer la
dérivée d'une fonction de Bessel en fonction de son argument fait que la Méthode du Maximum de
Vraisemblance ne peut s’appliquer pour les parametres de forme L et M. On peut néanmoins I’appliquer
pour le parametre d’échelle u, ce qui donne :

VL Mz
dlogkA 1 Ky—r1 {2 m } viMz (8.53)
I p\ Koo [Q—W} iz

ce qui permet d’écrire la relation implicite, & condition de connaitre des estimés de L et de M :

g VLM 2,

N
) = 4 )£ Z Kar-r+1 |: HFymv :| T
Hyivay - = M \/mzn n
Ky |22

n=1

Py

On a donc une relation implicite. En Dinitialisant par exemple avec l'estimé de p de la méthode des
moments, diverses expériences montrent que cette derniére expression converge assez rapidement et est
donc tout a fait exploitable dans un code numérique.

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

I(L+3) T(M+1)

mio= M JET(L) Varon
mo = MQ

r(L+3) r(mM+2
B (2 YRLACTES )

L3 T(L) M3 T(M)
Ce systeme ne semble pas avoir de solutions analytiques et une méthode numérique semble possible mais
hasardeuse.
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Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants de la loi A s’expriment sous la
forme :

Rio= log(u) + S ((¥(L) — log(L)) + (¥(M) — log(M)))
Fa = 1(¥(1,L) + ¥(1,M))
Fs = $(U(r—1,L) + ¥(r—1,M))

Connaissant des estimés K1, kg et k3 des trois premiers log-cumulants, on commence par déduire des
estimés L et M., . en résolvant numériquement le systeme :

MLC
4’%2 = \Il(lvﬁ ) + \Il(l MMLC)
8’%3 = \11(27L LC) + \11(27MMLC)

Le parametre fi,,, . se déduit de la relation suivante :
" 2 1 - . -
log MI\/ILC = ’il - 5 ( (\Il (LI\/ILC ) - log (LI\/ILC ) ) J’» (\p (MI\/ILC ) log ( MLC ) ) )

8.6.8 Loi K en amplitude Inverse

La loi KC Inverse en amplitude, KAZ, a été présentée au paragraphe 6.3.2. Elle s’écrit :

. A Tiiu M+L+1
’C.AI[[L,L,M](:L‘) = F(L)F(M) mﬂ( - ) Kyt

2\/LMu
x

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

I(L+1) T(M+3)

mL= M\/_F(L) \/_F(M)
mo =
ms = @ r(L+3) r(M+%2)

L3 T(L) M3 r(M)

Ce systeme ne semble pas avoir de solutions analytiques et une méthode numérique semble possible,
mais peut étre hasardeuse.

Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants de la loi L Inverse en amplitude
s’expriment sous la forme :

Fio= log(p) — £ ((¥(L) — log(L)) + (W(M) — log(M)))
Fa = L(¥(1,L) + ¥(1,M))
fs = —:(U(2,L) + (2, M))

Connaissant des estimés k1, ko et k3 des trois premiers log-cumulants, on commence par déduire des
estimés L, . et MMLC en résolvant numériquement le systeme :

2 ( afJ MLC ) + \Il(l MMLC)
8ks = —W(2L,.) — U2 M,.,)

Le parametre ji se déduit de la relation suivante :
N 2 1 - A - N
log MI\/ILC = ’il + 5 ( (\Il (LI\/ILC ) - log (LI\/ILC ) ) J’» (\p (MI\/ILC ) - log (MI\/ILC ) ) )
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8.6.9 Loi de Fisher en amplitude
La loi de Fisher en amplitude, F A, a été présentée au paragraphe 6.3.3. Elle s’écrit :

R e

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

FAp, L, M](z) =

2
I

D(L+1) vMT(M-3

m = fF(L) T'(M)
mo = M M

o, F(L+ ) M3 (M-
ms = ¥r)  TAD

Ce systeme ne semble pas avoir de solutions analytiques et une méthode numérique semble possible, mais
peut étre hasardeuse.

Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants de la loi s’expriment sous la forme :

F1 = logp + 5 ((¥(L) — log(L)) — (¥(M) — log(M)))
fo = +(U(1,L) + ¥(1,M))
Fs = £(¥(2,L) — ¥(2,M))

Connaissant des estimés K1, k2 et K3 des trois premiers log-cumulants, on commence par déduire des

estimés L, . et ]\4MLC en résolvant numériquement le systeme :

4/':f2 = \Il(l7il\/[LC) + \Il(l MMLC)

8"%3 = W(Qai’MLc) - lII(Q’MMLC) (854)

Le parametre fi,,, , se déduit de la relation suivante :

to e = F1 — g (W) — 108 (Euuc)) = (¥0000) — log (11,,0)))  (859)

Notons que 1'on peut utiliser un RPM pour inverser le systéme 8.54 (voir Pannexe D.5.1).

Méthode du Maximum de Vraisemblance La forme analytique assez simple de la loi de Fisher en
amplitude permet d’établir facilement le systeme d’équations vérifié par les estimés au sens du maximum
de vraisemblance des paramétres p, L et M et notés ici fi, L et M [35] :

(k- i) 0

TN (8.56)
% (it + )
(xy(i+M) — W(L) + log (%)) =0 (8.57)

. - - M2
W(L+ M) — U(M) + log | ——L—
Lz2 + M2
Aucune relation explicite donnant directement ces estimateurs n’existe et seules des méthodes itératives

permettent de les calculer. Cependant, si on connait les estimés L et M, on peut établir deux relations
intéressantes vérifiées par fi,,,, :

I
o

(8.58)

236



— a partir de la relation 8.56, on obtient une relation implicite :

+L:c2

MI\/H\/IV

:LLI\/H\/IV

N
2
=
Z:: MMMMV + L:C2

— en reportant I’expression 8.56 dans les relations 8.57 et 8.58, on obtient aisément la relation :

N
1 N 1 - . 1 N n
N g logz, = logiiy, + 3 (\II(L) - 1ogL) ~ 3 (\II(M) — logM)
n=1

et on reconnait formellement la relation 8.55 donnant I’estimé du parametre u pour la méthode des
log-cumulants une fois établis les estimés de L et M.

8.6.10 Loi Beta en amplitude

La loi Beta en amplitude, BA, a été présentée au paragraphe 6.3.4. Elle s’écrit :

M—-L-1

_2 /T ron (VI T (VY Vil
Al M= MFUJNM>JJ<¢Mp> : <¢Mp> zElQ JZ]

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

_, D+3) varran
mpo= p \/ZF(L) T(M+1)
mo = ,u
ms = pd (L+8) m# v

L3 r(r) T(M+%)

Ce systeme ne semble pas avoir de solutions analytiques et une méthode numérique semble possible, mais
peut étre hasardeuse.

Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants de la loi Beta en amplitude s’ex-
priment sous la forme :

Fi o= logp + 2 ((¥(L)—logL) — (¥(M) —log M))
Fo = %(\1/(1,L) — (1, M))
Fs = 1(U(2,L) — ¥(2,M))

Connaissant des estimés k1, ko et k3 des trois premiers log-cumulants, on commence par déduire des

estimés L, . et MMLC en résolvant numériquement le systeme :
"%2 = V(L Lye) — (1, My,0)
S8Ry = \II(QvLMLC) - \11(27MMLC) (859)

Le parametre fi,,, . se déduit de la relation suivante :

to e = F1 — 3 (W) — 108 (Buue)) — (¥000) — o (11,,.0)))

Notons que 1'on peut utiliser un RPM pour inverser le systéme 8.59 (voir 'annexe D.5.2).
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Méthode du Maximum de Vraisemblance La forme analytique assez simple de la loi Beta permet
d’établir facilement le systéme d’équations vérifié par les estimés au sens du maximum de vraisemblance
des parameétres u, L et M et notés ici ji, L et M [35] :

N (V= 1)a2 M[ﬂ)
> ( ( . =0 (8.60)
n=1 Lx%)
a . La? B
; (\IJ(M L) + ¥(L) — log (Mpﬂ Lx?)) =0 (8.61)
N R M/,:[/Q
; <\I/(M L) + ¥(M) — log (Mpﬂ o )) =0 (8.62)

/’[/MMV

8.6.11 Loi Beta en amplitude Inverse

La loi Beta en amplitude Inverse, BAZ, a été présentée au paragraphe 6.3.5. Elle s’écrit :

2VM (M) ((\%”)2 N 1)M_L_1

w VI T(L)T(M - L) (%z)w—l

BAT [, L, M] = ;
[ ] i

@ml

Méthode des Moments Ses trois premiers moments s’expriment sous la forme suivante :

VA D(L-3) T

M= AT T(M-3)
L M-1
mz = 2L—31 M
_ 3 L2T(L-%)  ron
my - M F(L) ]\/1% F(M—%)

Méthode des Log-Cumulants Les trois premiers log-cumulants de la loi Beta Inverse en amplitude
s’expriment sous la forme :

fr = logp — 3 (¥(L) —logL — (¥(M) —log M))

R —5(¥(2,L) — (2, M))

=
@
I

Connaissant des estimés K1, k2 et k3 des trois premiers log-cumulants, on commence par déduire des

estimés L et M en résolvant numériquement le systeme :

MLC MLC
4’%2 = \P(laiMLc) - \Il(l MMLC)
8R3 = 7\:[}(27LMLC) + \11(2 MMLC) (863)

Le parametre fi,,, , se déduit de la relation suivante :
" 2 1 A A .
log MI\/ILC = ’il + 5 ((\II(LI\ALC) - log (LI\/ILC)) - (\II(MI\/ILC) log ( I\/ILC)))
Notons que 1'on peut utiliser un RPM pour inverser le systéme 8.63 (voir 'annexe D.5.2).
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Chapitre 9

Les diagrammes ko — K3

Nous avons introduit le diagramme &y — &3 lors de I'étude des lois Gamma et Gamma Inverse (pa-
ragraphe 3.1.7) et nous avons vu le role clé que jouent ces deux lois dans ce diagramme. Ensuite, un
certain nombre de lois ont été caractérisées par leur construction dans ce diagramme puisque, pour une
loi construite par convolution de Mellin, les log-cumulants s’obtiennent grace a la propriété d’additivité
des log-cumulants.

Ce chapitre vise a proposer une vision synthétique de certaines lois fondamentales dans ce diagramme,
puis étudie, dans des cas particuliers, comment une loi peut couvrir une zone donnée dans ce diagramme,
plus particulierement la zone centrale entre les lois Gamma et Gamma Inverse (cas des diagrammes en
intensité) ou la zone entre les lois de Nakagami et de Nakagami Inverse (cas des diagrammes en amplitude).

En préambule, nous proposons un bref rappel sur le diagramme ;-8 et en analysons ses limites dans
le cadre des lois de Fisher, Beta et Beta Inverse.

9.1 Les limites du diagramme (-5,

Le diagramme 3-8z, proposé par Pearson [24] et présenté au paragraphe 3.1.6, est une représentation
connue dans le monde des statistiques : il permet en particulier une séparation entre lois Beta et lois de
Fisher. Or nous I’avons rencontré au paragraphe 3.2.3 et avons vu qu’il permettait aussi une séparation
des lois Beta et Beta inverse. En fait, ce diagramme attribue la méme localisation aux lois de Fisher et
aux lois Beta Inverse. En revanche, le diagramme ko — k3 permet une localisation séparée de ces trois
lois.

Diagramme #y-R;3

N

G(1,0.8) 1.0

0.5 Beta Beta Inverse

FIGURE 9.1 — Positionnement des lois Beta, Beta Inverse et Gamma dans le diagramme [51-85 et le
diagramme Ko — K3. Si la loi Beta Inverse est bien séparée des autres lois dans le diagramme Ko — K3, elle
partage la méme localisation que la loi de Fisher dans le diagramme (1-05.

La figure 9.1 illustre cette possible confusion entre lois en montrant que le diagramme [;-35 dédie la
méme zone pour les lois de Fisher et les lois Beta Inverse . De plus il a de fortes limitations, en particulier
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dans la représentation des lois de Fisher puisque celles-ci sont des lois a queue lourde : comme on ne
peut calculer les coefficients £ et B2 que si le moment d’ordre 4 existe, il faut que le parametre M soit
supérieur & 4. Donc toutes les lois de Fisher telles que M < 4 ne sont représentables dans ce diagramme.
En revanche, il n’y a aucune condition sur la loi de Fisher pour sa représentativité dans le diagramme
Ko — k3 puisqu’il n’y a aucune condition sur l'existence de ses log-cumulants.

Ceci explique pourquoi ce chapitre n’est consacré qu’aux diagrammes kKo —FK3, sans proposer d’équivalent
dans le classique diagramme (1-fs.

9.2 Diagrammes de synthese

9.2.1 Lois “en intensité”

Les lois rencontrées au chapitre 4 correspondent en général a des lois qualifiées de “lois en inten-
sité” : elles correspondent & des données qui refletent 'intensité de la grandeur physique mesurée (liée au
coefficient de rétrodiffusion des objets présents dans la scéne radar).

Si on se cantonne aux lois a deux parametres, on voit que le diagramme Ko — K3 fait jouer un role
privilégié aux lois log-normale (axe vertical), Gamma (branche dans le quadrant gauche) et Gamma
Inverse (branche dans le quadrant droit). L’origine correspond & la loi homothétique, cas limite des lois
log-normale (¢ — 0), Gamma (L — o0) et Gamma Inverse (M — c0).

Les lois & trois parametres considérées ici appartiennent alors & des secteurs bien spécifiques (figure
9.2) :

— les lois de Fisher appartiennent a la zone comprise entre la branche de la loi Gamma et celle de la
loi Gamma Inverse, ce qui signifie que pour qu’'un point du diagramme soit représentable par une
loi de Fisher, on doit avoir :

Rs| < (2,971 (1,72)) |

avec
U1 (1,ky) = L & U(1,L) = Fs

Le cas particulier L = M correspond & 'axe vertical (donc le lieu des lois log-normales).
La condition sur le log-cumulant d’ordre 3 peut s’approximer par un RPM (celui de la relation
D.1spécifique & la branche de la loi Gamma).

— les lois Beta appartiennent & la zone comprise entre I’axe horizontal (53 < 0) et la branche de la loi
Gamma, ce qui signifie que pour qu’un point du diagramme soit représentable par une loi Beta, on
doit avoir :

Ra < W (2,071 (1, 7s))

La condition sur le log-cumulant d’ordre 3 peut s’approximer par un RPM (celui de la relation D.1
spécifique & la branche de la loi Gamma).

— les lois Beta Inverse appartiennent & la zone comprise entre I’axe horizontal (k5 > 0) et la branche
de la loi Gamma Inverse. Cette zone est symétrique de celle de la loi Beta.

— les lois K appartiennent a la zone comprise entre la branche de la loi Gamma et une caustique
correspondant au cas particulier de lois I telles que L = M, c’est a dire les lois K vérifiant :

Rr = 2¥(r—1,L)
On doit alors vérifier deux conditions :

W (2,97 (1, R2))

e ()

La premieére condition peut s’approximer par un RPM (celui de la relation D.1 spécifique & la branche
de la loi Gamma). La seconde condition peut s’approximer par un RPM (celui de la caustique de
la loi K, relation D.2).

x
w
vV
i
X
[\)

x
w
AN
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— les lois K Inverse appartiennent a la zone comprise entre la branche de la loi Gamma Inverse et
une caustique (correspondant au cas particulier de lois K Inverse telles que L = M). Cette zone est
symétrique de celle de la loi K.

A ces lois s’ajoutent les lois Gamma Généralisées qui occupent des secteurs aussi bien pour les valeurs
négatives de &3 (caractérisant des lois “a téte lourde”) que pour les valeurs positives de k3 (caractérisant
des lois “a4 queue lourde”). Il faut noter pour ces lois deux points essentiels :

— Les lois Gamma Généralisées ne peuvent correspondre (dans le cas général) & Paxe vertical puis-

qu’elles ne sont pas définies pour n = 0.
— Pour les cas 7 — 0o et 7 — —o0, connaissant la relation 8.32 (indépendante de 7)) :

Ry W(2,L)
Fy o U(1,L)3

et a 'aide des propriétés asymptotiques des fonctions Polygamma (relation A.20) on montre facile-
ment que les lois Gamma généralisées ont pour limite une caustique d’équation

s - (2) 0.1

On a ainsi dans le diagramme k9 — K3 deux branches symétriques I'une de l'autre vis a vis de 'axe
vertical entre lesquelles se placent toutes les lois Gamma Généralisées et qui correspondent aux cas
limite n — oo et 7 = —oo. La condition 9.1 peut s’approximer par un RPM (celui des caustiques
de la loi GG, relation D.4).

Diagramme &, -&
3.5}  caustique de la loi K caustique de la loi Kl 1

N

Gamma Généralisée v

3.0 ¢

0.0

FIGURE 9.2 — Diagramme Ko — k3 décrivant le comportement d’'un certain nombre de lois usuelles. Les
branches correspondant aux lois Gamma et Gamma Inverse sont en pointillés gras, celle correspondant &
la loi log-normale est en pointillé maigre. Sur ce diagramme sont placées deux exemples : une loi Gamma
(L =0.70) et une loi Gamma Inverse (L = 0.70).
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9.2.2 Lois “en amplitude”

Si l’on se place dans les lois “en amplitude” fondamentales (c’est & dire les lois Nakagami en amplitude
et Nakagami Inverse en amplitude, la loi log-normale, la loi de Fisher en amplitude, les lois Beta en
amplitude et Beta en amplitude Inverse), auxquelles on rajoute les lois Gamma Généralisées, on obtient
un diagramme d’allure tout a fait similaire, & ceci prés qu’il a été rajouté un facteur 2 multiplicatif entre
l’axe horizontal et I’axe vertical : en effet on a la relation essentielle (relation 2.60) entre les log-cumulants
d’une loi en intensité (notés ici K1) et les log-cumulant de la méme loi en amplitude (notés ici K4 ) :

- 1.
Kar = ?nlm Vr > 2
ce qui donne :
kA2 2’“@[,2
KA,3 K13

A ce facteur pres, on retrouve les mémes allures et les mémes localisations pour les lois fondamentales,
comme 'illustre la figure 9.3.

Diagramme £,-k3 en amplitude
caustique de la loi KA = caustique de la loi KAI

-4 -3 -2 -1 0 1 i 3 4
K3

FIGURE 9.3 — Diagramme kg — &3 décrivant le comportement d'un certain nombre de lois usuelles (données
en amplitude). Le diagramme est dit “en amplitude” car ce sont les lois de Nakagami et de Nakagami
Inverse, en pointillé gras, qui servent de référence. Sur ce diagramme sont placées deux exemples : une
loi de Nakagami (L = 0.45) et une loi de Nakagami Inverse (L = 0.45).

9.3 Exemples de lois en amplitude

Nous allons donner quelques illustrations de famille de lois couvrant le secteur compris entre la loi de
Nakagami et la loi de Nakagami Inverse, mais en choisissant des paramétrisations de ces lois en posant
certaines contraintes pour mieux illustrer la maniere dont elles peuvent couvrir ce secteur important du
diagramme k9 — k3 pour les applications courantes en imagerie radar.
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0.4}
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0.1

9.3.1 La loi de Fisher en amplitude

Pour une loi de Fisher en amplitude FA [u, L, M], les log-cumulants d’ordre 2 et 3 s’écrivent (page
162) :

{ Ro = %(\Il(l,L) + U(1, M))
Rz = < (U(2,L) — U(2,M))

Ceci montre que les lois de Fisher se situent entre les branches des lois de Nakagami et Nakagami inverse
dans le diagramme Ko — k3. Sur la figure 9.4, on voit & gauche une construction des lois de Fisher en
amplitude fixant le parametre L et faisant varier le parametre M, et a droite une construction fixant le
parametre M et faisant varier le parametre L.

0.0

0.6

L=1.0 L=1.2 L=15 L=2.3 L=5.0 M=5.0 M=2.3 M=15 M=1.2 M=1.0
- 0.5 -

0.4}

0.2}

0.1

0.0

-0.6

RN(1,0.9 NI(1,0.95)

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

FIGURE 9.4 — Diagramme ko — k3 pour les lois de Fisher en amplitude. A gauche, la construction s’effectue
en fixant le parametre L et faisant varier ensuite le parametre M. A droite, la construction s’effectue en
fixant le parametre M et faisant varier ensuite le parametre L. La méme loi FA [u, L = 1.2, M = 2.3] est
représentée dans les deux diagrammes. Cette maniére de construire les lois de Fisher dans ce diagramme
souligne la propriété d’additivité des log-cumulants

Une autre maniere de construire les lois de Fisher en amplitude dans le diagramme Ko — K3 consiste
a les sélectionner selon la relation :

M =L+ A
ou selon (cas de la loi inverse de la précédente) :
L = M+ X

A étant une constante positive. Cette approche est illustrée figure 9.5 (figure de gauche).
Enfin on peut construire les lois de Fisher en amplitude dans le diagramme <2 — K3 en les sélectionnant
selon la relation : ) ) )

I T I
la valeur Ly correspondant au parametre de forme d’une loi de Nakagami de référence. Tout point situé
entre les branches des lois de Nakagami et Nakagami inverse est effectivement représenté par une telle
loi de Fisher : il appartient a une ligne qui est ainsi référencée par une loi de Nakagami de référence. La
figure 9.5 (figure de droite) en donne quelques exemples.
Le lieu des lois log-normales (c’est & dire 'axe des log-cumulants d’ordre 2, i.e. &3 = 0) est bien
représenté par une loi de Fisher : celle-ci vérifie simplement :

L =M
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Diagramme k,-%, en amplitude : lois de Fisher Diagramme k,-%, en amplitude : lois de Fisher
0.6}

0.5

0.4]

0.2}

0.1

0.0

M=L+05 “T™ L=M+0.5 E 0.6}

L=M+1.5

0.5

0.4]

0.2}

0.1

0.0

-0.6

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

FIGURE 9.5 — A gauche :Diagramme Ky — k3 pour une catégorie de lois de Fisher en amplitude telles que

|L — M| = Cste (avec L > 0 et M > 0). A droite : Diagramme &y — &3 pour une catégorie de lois de

Fisher en amplitude telles que % + ﬁ = C('ste.

9.3.2 La loi Beta en amplitude et la loi Beta en amplitude Inverse
Pour une loi Beta en amplitude BA [u, L, M], les log-moments d’ordre 2 et 3 s’écrivent (page 164) :

Ry = 5 (¥(1,
LR

K3 =

U(1,M))
U(2,M))

L)
L)
Les lois Beta en amplitude se situent entre la branches des lois de Nakagami et ’axe horizontal dans
le diagramme ko — &3 (quadrant de gauche). Sur la figure 9.6 (& gauche), on voit une construction de ces
lois en fixant le parametre L et faisant varier le parametre M entre les valeurs L et I'infini.
Pour une loi Beta en amplitude Inverse BAZ [u, L, M], les log-moments d’ordre 2 et 3 s’écrivent (page
166) :
Rp = 1(¥(1,L) — ¥(1,M))
Rz = — (\P(25L) - \P(25M))

Les lois Beta en amplitude Inverse se situent entre la branches des lois de Nakagami Inverse et ’axe
horizontal dans le diagramme Ko — K3 (quadrant de droite). Sur la figure 9.6 (a droite), on voit une
construction de ces lois en fixant le parametre L et faisant varier le parametre M entre les valeurs L et
Iinfini.

Une autre fagon de procéder consiste a les sélectionner selon la relation :

M = L+ A

A étant une constante positive (figure 9.7).

9.3.3 La loi Gamma Généralisée

Pour une loi Gamma Généralisée GG [, L, 1], les log-moments d’ordre 2 et 3 s’écrivent (page 136) :

~ oL

{ R = pro)
~ _¥(2,L)
B

K3 =
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Diagramme &, -k, en amplitude : lois Beta Diagramme &,-k, en amplitude : lois Beta Inverse

0.6 1 0.6 ,

0.5- Pae 1 0.5 AN ]

* -~
" “
,7RNI(1,0.95) RN(1,0.955

0.4t 1 0.4} . ,
.
.

™ ™~ *.

e 0.3f 2 0.3 . 1
0.2} 0.2} ,
0.1} 0.1} ,
0.0l ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.0lu ‘ ‘ ‘

-0.6 ~0.4 ~0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 ~0.6 ~0.4 ~0.2 0.6

FIGURE 9.6 — A gauche : Diagramme &2 — K3 pour les lois Beta en amplitude. A droite : Diagramme
Ko — k3 pour les lois Beta en amplitude Inverse. Dans les deux cas, la construction s’effectue en fixant le
parametre L et faisant varier ensuite le parametre M dans Uintevalle | L, 0o[. Cette manieére de construire
les lois Beta et les lois Beta Inverse dans ce diagramme souligne la propriété d’additivité des log-cumulants

Nous avons déja montré que, dans le diagramme ko — K3, ces lois sont localisées entre deux caustiques
définies par la relation 9.1 :
1
Ko = —
4

ces deux courbes correspondant aux cas limites 7 — oo (caustique de droite) et n — —oo (caustique de
gauche). Rappelons que ces caustiques peuvent s’approximer par un RPM (relation D.4).

Aussi une premiere représentation de la famille des lois Gamma Généralisées dans le diagramme
Ro — ks (figure 9.8) consiste a choisir une valeur du parametre n et a faire ensuite varier le parametre
de forme L. Dans cette construction, lois Gamma et Gamma Inverse correspondent a la famille n =1 et
n = —1, et lois de Nakagami et Nakagami Inverse correspondent a la famille n = 2 et n = —2. Les deux
caustiques corrspondent aux cas 7 — 0o et n — —o0.

Cependant il faut noter que axe vertical (c’est a dire le lieu des lois log-normales, vérifiant k3 = 0)
ne peut théoriquement étre représenté par une loi Gamma Généralisée : pour avoir la condition k3 = 0,
il faut n — 0, ce qui conduit a avoir aussi Ko = 0.

Pour traiter ce cas, on montre aisément que, pour une loi log-normale de parametre de forme o, on
peut associer une valeur spécifique notée L :

1
L = pep (9.2)
et dans ce cas, eu égard aux propriétés asymptotiques des fonctions Polygamma (relation A.19 de 'annexe

A) on a pour la loi Gamma Généralisée GG [u, L= 772—102’ n| :

U(1,L
lim gy = 1im¥ = g2
n=0 n=0 7n
U(r—1,L
lim&, = 1imM =0 Vr>2
n=0 n=0 n"

Par ce choix de paramérisation du parametre L, on obtient une autre maniere de construction des lois
Gamma Généralisées dans le diagramme ko — k3 (figure 9.8 droite).
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Diagramme &, -k, en amplitude : lois Beta Diagramme &,-k, en amplitude : lois Beta Inverse

0.61 1 0.6}
0.5} o’ ] 0.5 RS 1
. “ H
M=L+5. RN(1,0.95) #E' SBN(1,0.95) M=L+5.0
L2, ,#RNI(1,0.95) . : RNI(1,0.9 A=L42.0
0.4¢ Re 1 0.4t s, : g
M=L+1. J *. M=L+1.0
k4 ~ A
0.3l M=L+0.5 e ' 0.3 S M=L+0.5 |
A
I' A
4 A
4 A
0.2tM=L+0.1 ) 1 0.2¢ % M=L+0.11
’ Al
’ A}
S [
0.1M=L+0.01. iy | 0.1l b M=L+0.01|
=} Z
0.0l ‘ A ‘ ‘ ‘ 0.0l ‘ A ‘ ‘ ‘
~0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
k3 k3

FIGURE 9.7 — A gauche : Diagramme &2 — K3 pour une catégorie de lois Beta en amplitude telles que
M = L+ Cste. A droite : Diagramme k9 — k3 pour une catégorie de lois Beta en amplitude Inverse telles
que M = L + Cste. On peut noter la complémentarité de ces deux figures et celle concernant la loi de
Fisher (figure 9.5 gauche).

Enfin, dans un autre mode de représentation des lois Gamma Généralisée, on peut aussi fixer la valeur
de 7 et faire varier le parametre de forme L : notons que pour L = 1, on a alors la loi de Weibull (figure
9.9), qui a comme cas particuliers la loi exponentielle décroissante (n = 1) et la loi de Rayleigh (n = 2).

9.3.4 La loi de Halphen modifiée en amplitude

Les log-cumulants des lois de Halphen n’ont pas d’expressions analytiques mais il est cependant aisé
de les calculer par un schéma d’intégration numérique.
Deux représentations permettent une forme de comparaison avec les lois de Fisher et les lois Gamma
Généralisées :
— une représentation telle que :
B+e =X B>0e>0

A étant une constante positive (figure 9.10). On observe que ces lois sont strictement incluses entre les
branches des lois de Nakagami et de Nakagami Inverse. Les cas limites 5 = 0 et £ = 0 correspondent
respectivement aux lois Nakagami Inverse et Nakagami. Elles sont correctement représentées sur
laxe des lois log-normales (cas 8 = ¢).

— une représentation telle que :

B—cl = X B>0e2>0

A étant une constante positive (figure 9.11).On observe que ces lois sont strictement incluses entre les
branches des lois de Nakagami et de Nakagami Inverse. Les cas limites 5 = 0 et £ = 0 correspondent
aux lois Nakagami Inverse et Nakagami.Elles sont correctement représentées sur 'axe des lois log-
normales (cas = ¢).
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Diagramme &, -%; en amplitude : lois Gamma Généralisées Diagramme &, -%; en amplitude : lois Gamma Généralisées

0.6} — 0.6} ,
n=1.50 n=0.75 7»=0.25 7»=-0.25 7=-0.75 n=-1.50
0.5 * H ‘ R 0.5 H R
7=4.00 : 4.00 :
R 05) RN(1,0.9 RNI(1,0.95)
0.4fn——o0 H n—oo 0.4 H R
o
0.3} H E 2 0.3} : 1
: : RNI(1,1.30)
0.2} . : , 1 0.2} 1
Y 4
A Y ’
0.1} — 0.1} —
00 L L L L L L 00 L L L L L
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
K k3

FIGURE 9.8 — Diagramme ko — k3 pour les lois Gamma Généralisées. A gauche : branches correspondant
& des parametres 1 donnés pour lesquelles on fait varier L €]0,00[. A droite : branches correspondant,
pour 1 donné, a des parametres L tels que L = 2102. Les lois de Nakagami et de Nakagami Inverse
sont représentées en pointillés gras : elles correspongent aux cas 7 = 2 et n = —2. La limite de la zone
des lois Gamma Généralisées (cas 1 — 0o et n — —o0) est donnée par les caustiques vérifiant la relation

9.1, tracées en pointillés simples.
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Diagramme #,-<3 en amplitude : lois Gamma Généralisées
12 [ T . T T T // T ]
L=0.60 Le1.50 L=4.00 L=4.00 L=1.56 L=0.60

a
1206}

0.2}

00 L L L

FIGURE 9.9 — Diagramme Ko — K3 pour une catégorie de lois Gamma Généralisée telles que L = C'ste.
Le diagramme est “en amplitude” car ce sont les lois de Nakagami et Nakagami Inverse qui servent de
référence (en pointillé gras). Les loi Gamma et Gamma inverse sont en pointillé fins. Il est intéressant
de noter que dans cette représentation, les courbes intersectent les lois Gamma en 1 = 1 et les lois
de Nakagami en 17 = 2. Les deux caustiques limites localisant ’ensemble des lois Gamma Généralisées
(données par 1’équation 9.1) sont en pointillé maigre.
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Lois de Halphen modifiée en amplitude : cas 3+e=constante

0.6} ,
0.5} : i
5=0.90 : =0.90
RN(1,0.95 RNI(1,0.95)
0.4} : ,
e 0.3} :
0.2} : |
— p[+e=1.50
01l — [B+e=1.20 ||
— (B+4+e=1.05
— B+e=0.90
OO 1 1 1 1 1 1
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

K3

FIGURE 9.10 — Diagramme k9 — k3 pour une catégorie de lois de Halphen modifiées en amplitude telles
que B + € = Cste.
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Lois de Halphen modifiée en amplitude : cas 3—s=constante

0.6 :
0.5F 4
RN(1,0.9 NI(1,0.95)
0.4l 5=1.0 £=1.00 |
[\l
1 0.3} 1
— e 3=1.50
— ¢—£3=1.00
0.2} — &—03=0.50 [
JR— 8:ﬂ
01l — B-£=0.50 |
B—e=1.00
— [B—e=1.50
OO L L L L L
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

FIGURE 9.11 — Diagramme k9 — k3 pour une catégorie de lois de Halphen modifiées en amplitude telles
que |8 —¢| = Cste (et telles que § > 0 et € > 0). Chaque branche a pour extrémités I'origine (la loi
homothétique) et un point de la branche des lois de Nakagami (cas € = 0) ou de la branche des lois de
Nakagami Inverse (cas § = 0).
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9.4 Cas de mélanges additifs de lois

9.4.1 Meélanges de lois Gamma

Un probléme important en pratique (en particulier en imagerie RSO) est celui des mélanges de lois
Gamma. Contrairement au cas gaussien, on obtient le plus souvent des d.d.p. unimodales, sauf lorsque
les deux lois initiales sont tres différentes. Nous allons montrer qu’il existe cependant une solution simple
pour déterminer les parametres du mélange en analysant ce probleme a l'aide des log-cumulants d’ordre
2 et 3.

Considérons le mélange additif de lois Gamma suivant :

NGl L] + NG L]

avec A >0, M > 0et A+ N = 1. Dans ce modele, nous prenons la méme valeur L pour les deux lois
Gamma.

On peut réécrire ce modele en définissant la variable p telle que y' = pu, ce qui permet d’écrire le
mélange sous la forme suivante :

AG [Ma L] + (1 - )‘) g [PMa L] (93)

Le mélange est alors défini par une loi Gamma G [u, L] (correspondant & une seule des composantes du
mélange) et deux parametres décrivant ce mélange : A et p.
La fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

¢(S) = A¢Q[u,L](S) + (1 _)‘) (bg[pu,L](s)

s—1 s—1 F(L+571)
= A+ A= TIT(L)

A partir de cette expression, un calcul des log-cumulants peut se mener directement, donnant les
expressions suivantes :

F1 = U(L) —logL + logpu + (1 —X)logp
Fo = W(1,L) + log(p)* A (1 —N)
k3 = W(2,L) + log(p)* X (1—X) (2A—1)

Remarquons qu’a partir de l'ordre 2, ces log-cumulants ne dépendent pas de p et ont pour les valeurs
limites A = 0 et A = 1 la méme expression que la loi Gamma standard.

Supposons que la grandeur L soit connue (L peut en effet se concevoir comme une fonction d’appareil,
et donc étre connue de expérimentateur). On pose alors :

Fo = Re — U(1,L)
Fs = Rs — U(2,L)

A et p sont alors donnés par les solutions d’une équation du second degré, ce qui donne :

1 _

A - 1i% (9.4)
2 1/4,’%23 + %32
V4F2 3 +Rg 2

p = e > (9.5)

9.4.2 Meélange additif de lois de Rayleigh-Nakagami

Comme dans le cas précédent (équation 9.3), on peut écrire un mélange de lois de Rayleigh Nakagami
de méme parametre de forme L, mais de parametre d’échelle p et pu :

ARN [, L] + (1= X) RN [pu, L]
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La fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

(s)

A (bRN[,u.,L](S) + (1 - )‘) ¢72N[p,u,L] (8)
o DL+

A+ 1= L)

En suivant la méme démarche qu’au paragraphe précédent, on obtient :

Rl = %(\I/(L) — logL) + logp + (1 —X)logp
B = 3 (B(LL) + log(p)? A (1- )
Rs = (WD) + loa(p)* A (1-) 2A—1)

Mélange de lois de Nakagami L=2.00

FIGURE 9.12 — Diagramme &9 — k3 pour un mélange additif de lois de Rayleigh-Nakagami.
Le systeme se résoud comme dans le cas des données en intensité (relations 9.4 et 9.5).

9.4.3 Meélange additif de lois de Rayleigh-Nakagami et Rayleigh-Nakagami
Inverse

Comme dans le cas précédent (équation 9.3), on peut écrire un mélange d’une loi de Rayleigh Nakagami
avec une pénalisantloi de Rayleigh Nakagami Inverse de méme parameétre de forme L :

(1= X) RN [pp, L] + ARNT [, L]
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La fonction caractéristique de deuxieme espece s’écrit :

P(s) = Abdraur)(8) + (1= A) drarzip,r)(8)
pe! LL+:5Y) | T+
-t (0 v )

En suivant la méme démarche qu’au paragraphe précédent, on obtient :

o = i\P(l,L) + (U(L) —logL)> X (1 =)
Ry = 2(172/\)\11(2,@ — (U(L) —logL)> A (1= X) (1—2))

Mélange de lois de Nakagami et Nakagami Inverse

0.7} 1
202
A=0.2 0T
0.6} =0. 3\( ! ‘)‘)\=0.75 |
RN(1,0.80 N ' RNI(1,0.80)
\
0.5} ! ,
0.4} RNI(1,1.00) 1
[N}
e
0.3¢ RN(1,1.25 RNI(1,1.25) 1
0.2} |
12.00 _— | =4.00
-00) — 1=2.00
0.1r — L=1.25|]
== | =1.00
0.0 —6.5 0.0 o‘.s
'%3

FIGURE 9.13 — Diagramme ko — k3 pour un mélange additif de lois de Rayleigh-Nakagami et de Rayleigh-
Nakagami Inverse

9.5 Conclusion

Le diagramme k9 — k3 permet des illustrations des types de lois rencontrés en imagerie cohérente bien
mieux adaptées que le diagramme de Pearson (8; — 82). Il est intéressant de noter qu’un méme point de
ce diagramme peut correspondre & plusieurs lois possibles : des pistes permettant d’approfondir ce point
seront abordées dans le chapitre 10. Certaines considérations pratiques entrent alors en compte, pouvant
écarter par exemple la loi Gamma Généralisée (probleme de continuité en 7 = 0) ou la loi de Halphen
(pas d’expression analytique des log-cumulants). Ces comparaisons sont & mener avec l’aide d’outils assez
classiques, comme ceux dérivés des statistiques traditionnelles (développement d’Edgeworth), mais qui
doivent bien nécessairement étre adaptés aux log-statistiques (certains éléments sont abordés dans [35]).
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Chapitre 10

Distances entre lois

Cette derniere partie propose une ébauche sur la notion de distance entre lois revue a l'aune des
log-statistiques. Les deux notions classiques de distance : la distance de Kullback-Leibler et celle de
Kolmogorov-Smirnov sont ainsi décrites sur des cas réalistes. Cependant, la généralisation de ces ap-
proches est encore a prospecter sur le plan théorique, tant pour la distance de Kullback-Leibler — qui
bute sur certaines difficultés des lors que les lois n’appartiennent pas a la famille exponentielle- que
pour la distance de Kolmogorov-Smirnov —qui présente de sérieux problemes d’intégration dans le plan
complexe—.

10.1 Distance de Kullback-Leibler (DKL)

10.1.1 Définition et calculs préliminaires

La distance de Kullback-Leibler entre deux lois de probabilité p(x) et g(x) est donnée par la relation :

DKL (p,q) = /p(x) log (%) dz (10.1)

Elle présente les propriétés suivantes :

-~ DKL (p,q) =0 < p(z) = q(z) Vz

- DKL (p,q) # DKL (q,p)

Un point délicat de la distance de Kullback-Leibler se trouve aux bornes de 'intégrale. En effet, pour
un grand nombre de lois définies sur IR* (par exemple la loi Gamma, la loi de Fisher,...), Pexpression

10.1 s’écrit : - (2)
p(x
DKL (p.q) = / p(z) log <—> dz
0 q(x)
Il faudra alors vérifier I’existence des termes intégraux a ’origine et a I'infini.

En revanche, si on veut calculer la distance de Kullback-Leibler entre une loi p(x) dont le support est
IR™ et une autre loi g(x) dont le support est borné sur IR™, comme par exemple la loi Beta, définie sur
un compact [0, B, d’'une part l'existence de U'intégrale n’a de sens que sur ce support [0, B] et d’autre
part les deux lois doivent vérifier a l'origine et en B la relation :

p(z) log (¢(x)) fini

Sur le plan analytique, il pourra s’avérer judicieux de décomposer la relation 10.1 en deux termes
intermédiaires :

DKI(pp) = [ p(o) logp(a)ds
DKI(p,q) = /p(l’) log q(z)dx
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On en déduit :
DKL (p,q) = DKI(p,p) — DKI(p,q)

10.1.2 Calculs intermédiaires pour la famille exponentielle

Dans le cas particulier ou les lois p et ¢ appartiennent a la famille exponentielle, la distance de Kullback
DKL (p,q) s’exprime assez simplement & 1’aide des moments et des log-moments de la loi p. Nous allons
dans ce paragraphe nous focaliser sur trois cas : celui des lois Gamma (loi Gamma et loi Gamma inverse)
et celui de la loi log-normale.

— Si g(x) est la loi Gamma Glug, L,], on peut écrire :

Lq
log (Gl Ly)(2) = 1og<<ﬁ) F@) + (L~ Dloga — 24

Hq Hq

On en déduit alors que, pour toute densité de probabilité p(x) dont le premier moment m; est défini
et dont on connait le premier log-cumulant £, on obtient le résultat intermédiaire suivant :

DKI (.Gl L)) = [ (o) 108 (Gliy: Ly)(0)) do
L™ 1 L
= log (—‘1) + (L, — 1Rk — —Im 10.2
( Hq ['(Lg) (L ) Hq ' ( )
— Si g(x) est la loi Gamma Inverse GZ[Lg, 4], on peut écrire :

08 (G [Las () = o (L) 5 ) = (Lot Dlows — Lot 1

On en déduit alors que, pour toute densité de probabilité p(x) dont le moment d’ordre -1 m_; est
défini et dont on connait le premier log-cumulant %;, on obtient le résultat intermédiaire suivant :

DK (p.GT[Ly. tg]) = / p(z) log (GT{Lg, jtg)(x)) da

= log ((Lqﬂq)Lq %Lq)) = (Lg+1)R1 — Lqpgm— (10.3)

— Si g(x) est la loi Gamma Généralisée GG [u, L, 7], on peut écrire :

log (GG [, L, m]) = log | [n| <£>Lq L) eIy - 1) logx — 22 am
) MZ F(Lq) 99 'un

q

On en déduit alors que, pour toute densité de probabilité p(x) dont le moment d’ordre 7, m,, est
défini et dont on connait le premier log-cumulant %1, on obtient le résultat intermédiaire suivant :

DKI(p.90(Losns)) = [ pla) 105 (G9ILy,1y)(0)) o
L
L 1 L
= log||n (—q> —— | + (ngLq—1) ki1 — —m,, (104
On peut vérifier qu’en posant 7 = 1 on retrouve la relation 10.2 et qu’avec n = —1 on retrouve la

relation 10.3.

10.1.3 Calculs intermédiaires pour la loi de Fisher

Soit une loi de Fisher :

L—-1
Lz
L T'(L+M Mp
FiuLM@) = e (1(+ML3)L+M (10.5)
Mp



Un résultat peu trivial est le suivant :
e’} T L+M
/ Flu, L, M] () 10g<1+M—u> du = (L+ M) (V(L+ M) — ¥(M))
0
C’est en fait un cas particulier d’une expression du Gradshteyn ([15], p558 formule 14) :

/°° o' log(y+a) - _ Vuful“(u) L' —p)
0

3+ ) = To) (P = =) + logv)

c’est a dire :
/°° 271 log(1 + x)d INOARN
TN T gy = V)
o (1+4az)"tM T(L+ M)

On en déduit :

Lo \L-1
Jo" Flu L, M) () log (F [, L, M] (2)) dz = [§% F [, L, M] (=) log (#ﬂ&&%}) (i_))

L—1
= log Nﬁu%) + [ Flu, L, M] () log (AZ—Z) dz — [;~ Flp, L, M](z) log (1—|—
= log (f5ttdy) + Llog (%) + Jo© Flu L, M] () log (271) dz — (L + M) (¥(L+ M) —
+ Llog (7, ) + (L—1)(logpu + (W(L) — log(L)) — (¥(M) —

_ r(L+M)
= log  reoyron

—(L+M) (U(L+ M) — (M

)+ log (f5mts ) + (L= 1D (¥(L) — (B(M)))
)(L+M) (U(L+ M) — U (M)

~—
~—

I
_
®]
09
/N
~
&=

T(L)T(M)

ce qui donne :

DKI (F|p, L, M],F[u,L,M]) =

log(

+1og(M) (L—1)W(L) + (M +1)W(M) — (L+ M) U(L+ M)

log () + log (k) + (L= DW(L) + (M + 1)¥(M) — (L+M)W(L+ M)

T(L)T (M)

10.1.4 Résultats : Distance de Kullback-Leibler entre deux lois Gamma

Pour deux lois Gamma G|uy,, Lp] et Glug, Ly], connaissant la relation 10.2, le moment d’ordre 1 de la

loi G[up, L] :
myp = Up

et le log-cumulant d’ordre 1 de la loi G[uy,, Lp] :
1 = log(pp) + ¥ (L,) — log(Lyp)

ainsi que le moment d’ordre 1 de la loi G[pg, Lg] :

et le log-cumulant d’ordre 1 de la loi Gug, L] :
f1 = log(ug) + ¥ (Lg) — log(Lg)

on a :

DKL (g[ﬂpaLp]ag[,uqan]) = DKI(Q[MpaLp]ag[M;DaL;D]) - DKI(g[NpaLp]ag[ﬂqan])

avec

L

DKI(Glup, Lyl Glpp, Ly]) = log <(Up I'(Ly)
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_p) ! . >+(Lp_1) (1Og(ﬂp) + \I/(L;D) - IOg(Lp))_

(10.6)

) dx
J@—UZ)LJFM

M)))

(10.8)

_p (1p)

dx
W(M))



et

Lq
DKI (g[ﬂpaLp]ag[Mquq]) = log ((i_j) F(iq)> +(Lq_1) (log (Mp) + v (Lp) — log (Lp)) - % (Mp)

ce qui donne :

DKL (Glpp, Ly, Gl1q, Lq]) = 1og(( ) (Z_) q 11:&;;) (10.9)
L

+(Lp = Lg) (log (1p) + ¥ (Lp) — log(Ly)) = Lp + Lgi2

10.1.5 Résultats : Distance de Kullback-Leibler entre une loi de Fisher et
une loi Gamma

Par un calcul similaire, on obtient une expression analytique de la distance de Kullback entre une loi
de Fisher F [u, L, M] et une loi Gamma :

DL M1 0L o (o D)
+(L—=1)¥(L) + (M +1)¥(M) — (L+M)¥(L+ M)
- i) - are) +

)(lOg(Mu) + W(L) — \y(M))

(10.10)

10.2 La distance de Kolmogorov-Smirnov

10.2.1 Définition

La distance de Kolmogorov-Smirnov entre deux lois de probabilité p(z) et g(x) dont les fonctions de
répartition sont respectivement FR,(x) et FRq(z) est donnée par la relation :

DKS (p,q) = / (FRp(z) — FRy(x))* da

Elle présente les propriétés suivantes :

- DKS(p,q) =0 < p(z) = q(z) Vz

- DKS(p.q) = DKS(q,p)

Cette distance est aisée a appliquer des lors que 'on connait la fonction de répartition des lois de
probabilités analysées, ce qui est le cas des lois rencontrées dans ce document qui sont presque toutes
exprimables sous forme de fonction de Meijer.

Les exemples qui seront choisis dans ce paragraphe ne relevent que des lois “classiques”, c’est a dire
les lois en intensité : au lecteur de refaire les calculs pour les lois en amplitude.

10.2.2 Une propriété intégrale des fonctions de Meijer

Soient deux fonctions de Meijer, Gm " oet GF

r,87

dont la définition est donnée par les deux relations

suivantes :
y H (bj + s) H (1—a;—s)
C_v';";]" sl GG Angrseap _ 1 j=1 j=1 5 4
) bl,...,bm ; bm+1,...,bq AT oo q p
H L'(l1—0b;—s) H I'(a; +s)
j=m+1 Jj=n+1
(10.11)
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l

k
[IT@+s) [Jr—c—s)

~ . : .. 1 =1
Gk,l C1, , Cl ) Cl+1, , Cr = J J -sq
m(z‘dl,...,dk - dpgty . ds N i 2 r v
[I ra-di—s) ] T(c+s)
j=k+1 j=l+1
(10.12)
Dans la mesure ot elle vérifient un certain nombre de propriétés, il est possible d’écrire ([7], p 422) :
o Fm.n A1y.-50n 5 QApigly---,0p Akl Cly--+5Cl 5 Cligly---5Crp _
fO Gp,q <a$ b17-'-)bm ) bm-l-l)"')bq )Gr,s<ﬂx d17-'-7dk ) dk+17"-)ds >d1"
e —b1,...,=bm,c1,...,c0 5 Cy1y..Cry—bmyr,..., by
a atrpts « *ala"'afanvdla"'vdk 5 dk+15'"7d577an+17"'77ap
(10.13)
dont la transformée de Mellin s’écrit :
n k m l
HF(—aJ+s) Hl"(d]—i—s) H (1+b;—s Hl"(l—cj—s)
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
. 7 - 7 (10.14)
[l ra-di—s) J] T+aj—s) J] Tles+s) J] T(=bj+5s)
j=k+1 j=n+1 Jj=l+1 j=m+1

10.2.3 Distance de Kolmogorov-Smirnov entre deux lois Gamma

Considérons deux lois Gamma : G [u1, L1] et G [u2, Lo]. Elles s’écrivent :

Li—1
1 Ly [ Lix _Li= L4 1 Lz . Do
g 7L ! - m <—) ¢ T om < 7 >
b, In] (2) D(Ly) pr \ H1 F(Ll) py | La=1 5
Lo—1
1 Lo [ Lox _ Loz Lo 1 1,0 Loz . Do
g 7L ! - e <—) ¢ T G <— 7 >
[MQ 2] ( ) F(Lg) o o 2 F(LQ) 0,1 2 L2 -1 ;.

et leur fonction de répartition s’écrit :

- 1 ~1,1 le 1 ; .
FRg [p1, L1] (z) = F(Ll) G1,2 < [ Li : 0 >
1 =1.1 LQ.I' 1 5 .
L - B ’
‘FRQ [:u’23 2] (‘r) F(LQ) GLQ ( Lo LQ ; 0 )

En appliquant la relation 10.13, on peut écrire :

fo Mla ) g[:LLQ’LQ] ($) dz =
10.15
p2 _1 Ght (e —Li+1 ( :
Ly T(LD) F(LQ) we L | Ly—1

ainsi que :

I FRg [p1, Ln) () FRg [, Lo] (x) dz =

Ll 0 (10.16)
—1,L2 y 0

1 ~ 1 Lo
jz_l (L) F(Lz) G (Hz Ly

259



Dans la mesure ot1 I'on peut écrire?! :

DKS(p.q) = /Kﬁ%@)—fﬂawfm

/ FR,(x) FR,(x)de + / FRy(x) FR,(x)de — / FR,(x) FRy(x)de — / FR,(x) FRE@NE)

on peut donner une expression analytique de la distance de Kolmogorov-Smirnov entre deux lois Gamma :

= —Ly,1 5 0
DKS (Gl Li) G [, L)) = 4 b G£<L‘ ! )

r Ll) _17L1 5 0
= —Ly,1 5 0

B2 1 1 2,2 25 )
T r T G\ ‘ ~1,Ly ; 0 > (10.18)
_ M 1 1 6272 H1 Lo —-Li,1 5 0 '

Ly T(L) T(L2) 733\ p2Ln | —1, Ly ; O

n2 1 1 6272 po La 7L271 5 0

Lo T'(Lq1)T'(L2) 3,3\ p1 Lo _1;L1 : 0

10.2.4 Distance de Kolmogorov-Smirnov entre une loi Gamma et une loi de
Fisher

Considérons une loi Gamma G [u1, L1] et une loi de FisherF [ua, Lo, Ms]. Elles s’écrivent :

e et
Gl L 0) = Gt (2

Lo 1 =1.1 Loz —M>
F [u2, Lo, M: = Gy 7
[‘LLQ’ 2 2] (SC) MQIU/Q F(LQ)F(MQ) L <M2M2 L2 -1 )
et leur fonction de répartition s’écrit :
1 =1.1 le 1 ] .
FRg [ L1 () = Gz = ’
g [, L1] (z) T(L,) 1,2 ( w | L1 5 0 )
1 12 ( Lex | 1,—-My+1 ; .
Lo, M = ———— Gy ’ 7
FRF [M27 2, 2] (x) F(LQ)F(MQ) Gyl <M2,U2 Lo ;0

L’application de la relation 10.13 permet d’écrire :

Jo” FRg [p1, L) (z) FRF [p2, Lo, My (z) dz =

10.19
B 1 1 G2:3 ( p1 Lo —Ly,—Mz+1,1 5 0 > ( )
L1 T(L)) T(L)T(Ma) ~ 4.3 \ o MaLy Lo, —1 : 0
qui s’exprime aussi comme :
fOOO FRF [MQaLQaMQ] (l‘) ]:Rg [lu’laLl] (‘T) dz =
10.20
pa Mo 1 1 6372 p2 MoLy _L2) 1 5 0 ( )
Lo F(Ll) F(LQ)F(MQ) 3,4 p1 Lo M2 _ 1, Ll; —1 ; 0
On a aussi :
Jo" FRF [p2, Lo, Ma] (x) FRF [p2, L2, Ma] (z) dz =
10.21
115 My 1 1 a3 (1 —Lo,—Ms+1,1 ; 0 ( )
Ly  T(L2)D(Mz) D(L2)T(Mz) 4,4 Lo, My—1,—-1 5 O

1. Ceci demanderait & étre justifié par une analyse des parcours d’intégration dans le plan complexe, voir le paragraphe
10.2.6.
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et on adapte la relation 10.16 de sorte que

Jo" FRg [, Lh] () FRg [, L] (x) dz =

= —Ly,1 5 0
1 1 1 2,2 1 )
Ly T(L1)T(L1) G3,3 <1 ' _17L1 -0 >

b

(10.22)

On peut maintenant donner une expression analytique de la distance de Kullback-Leibler de Kolmogorov-
Smirnov entre une loi Gamma et une loi de Fisher :

s ~2,2 —Ly,1 5 0
DKS(G [, L], F [p2, Lo, Ma]) = £+ r(il)ﬁGs,B Ly I 0 >

7L1,7M2+1,1 5 0
Lo, —1 ;0

w1 1 23 w1 Lo
L1 F(Ll) F(LQ)F(I\/[Q) 4,3 H2 M2L1
(10.23)
2
4

uaMy 1 1 32 (12 MaLy —Lo,1 ;0
Ly T(L1) T(L2)T(Mz) '3 w1 Lo My —1,L1,—1 ; 0

4 H2Mo 1 1 63,3 1 —La,—M>+1,1 ; 0
Ly T(L2)I'(Mz) I'(L2)T'(Mz) Lo, My —1,-1 ; O

10.2.5 Distance de Kolmogorov-Smirnov entre deux lois de Fisher

Considérons une loi de FisherF [p1, L1, M1] et une loi de FisherF [ua, Lo, Ms]. Elles s’écrivent :

Ll 1 =1.1 ( Lll' —M1 )
Flu1, Ly, My] () = Gy !
1, Ly, Ma] () Mypy D(LO)T(My) S\ My | L= 1
Lo 1 ~1,1 ( Loz | —M, )
Flpo, Lo, Ma) (z) = Gy ’
[:LLQ 2 2]( ) ]\42'“2 F(LQ)F(MQ) 1,1 ]\'42//[/2 L2_ 1 :

et leur fonction de répartition s’écrit :

1 =1.2 le 1 7M1 + 1 ; .
Ly, M = ———— G ’ '
PRz, L M) = Frran) @2 (Mlu1 Ly ;0 )
1 =1.2 LQ.I' 1 7M2 + 1 5 .
R Lo, M. = Gy ’ !
TRz 2y L Mel (v) = Frpseagy ©0 (MQ,L2 Ly .0
L’application de la relation 10.13 permet d’écrire :
Jo° FRz [, L1, My] (2) FRF [p2, Lo, Ma] (x) dz =
10.24
M G‘ wp My L | —L1,—Ma+1,1 ; 0 ( )
Ly (Ll)F(Ml) F(LQ)F(MQ w2 Mo Ly LQ, 1— Ml, —1 ; 0

qui s’exprime aussi comme :

155 FRF [pa, Lo, Mo (x) FRF [pa, Ly, Mi] (z) dz =

Lo My—1.1 : 0 (10.25)
LI;MQ - 1771 5 0

2 Mo 1 Gv w2 Mo Ly
Lo T(L1)T(My) F(LQ)F(I\/[Q) p1 My Lo

On a aussi :

Jo" FRE [p2, Lo, Ms] (2) FRy [ia, Lo, Mo] (z) dz =

10.26
e 1 gi1 (1] b Mk L1 0 .
Ly  T(L2)'(Mz) F(L2)F(M2 Lo,My—1,—-1 ; 0
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ainsi que

JoT FRE [, L, Mi] () FRy [, L, Mi] (x) do =

a3 (1 —L;,—M;+1,1 ; 0
44 Li,Mi—-1,-1 ; O

(10.27)
1 My 1 1
Ly T(L1)T (M) T'(L1)T(My)

On peut maintenant donner une expression analytique de la distance de Kolmogorov-Smirnov entre
deux lois de Fisher :

DKS (F [p1, L1, Mi], F [p2, La, Ma]) =
pa M,y 1 1 0313 1 7L157M1+171 ; 0
L, TEOran) TEoran) Cas Li,Mi—1,-1 ; 0

2 Mo 1 1 ~3
+ 557 mroran tEoran) G4

)

3 1 _L27_M2+ 1)1 ) 0
4 L23 M2 - 17 -1 3 0

(10.28)

My 1 1 33 ( pMy Lo —Li,-M>+1,1 ; 0
Ly T(L)T'(My) T(L2)T(M2) —4,4 \ p2 MaL, Lo, 1—M;,—1 ; 0
Mo 1 1 33 (M Ly —Lo,—M;+1,1 5 0
Ly T(Lo)T(Mz) T(L)T(M1) ~44 \ pwa MLz | [ 1 — My, —1 0

)

10.2.6 Les problemes de la Distance de Kolmogorov-Smirnov

Les calculs proposés ont omis un point essentiel a toute opération dans le plan complexe : celui de
I’existence et de I'unicité —pour une fonction donnée— de la bande de définition liée a la transformée de
Mellin Inverse (voir le chapitre 2, paragraphe 2.1.1). Ce point devrait étre analysé en profondeur pour
justifier comment on peut utiliser en pratique ’expression formelle 10.17. S’ajoute & cela des limitations
intrinseques a la programmation des fonctions de Meijer sous Python : la librairie mpmath ne peut en
effet traiter des fonctions de Meijer avec un trop grand nombre de parametres et induit parfois dans ces
cas des erreurs impromptues.

Néanmoins, les formules présentées dans ce document ont été validées par comparaison avec une
intégration numérique des relations sur des cas simulés, ce qui montre qu’il y a des pistes & explorer &
partir de cette approche analytique des Distance de Kolmogorov-Smirnov pour les lois de Meijer.

10.3 Les “lois mimes” ou “Mimick”

Les “lois mimes” ou “Mimick” (Héléne Sportouche [44]) ont pour fondement le fait que les allures
de deux lois de forme analytique différente mais présentant les mémes grandeurs statistiques empiriques
(par exemple les premiers moments (ou les mémes premiers log-cumulants) peuvent s’avérer suffisament
ressemblantes pour que ’on puisse confondre en pratique ces deux lois et les utiliser indifférement 1'une
pour Pautre. A priori séduisante, la démarche peut s’avérer trées dangereuse comme nous l'avons déja
observé dans l'application de la méthode des moments a la loi de Fisher car I'identité des grandeurs
extraites ne garantit en rien que la loi trouvée ait un sens. Sur la figure 10.1, on montre le résultat
d’une simulation d’une loi de Fisher F [u = 10., L = 2.2, M = 2.5] (histogramme empirique) sur laquelle
on a superposé une loi de Fisher estimée par la méthode des log-cumulants (pour laquelle on trouve
uw = 9.856,L = 2.299, M = 2.256) qui représente correctement I’histogramme empirique, ainsi qu’'une
loi de Fisher estimée par la méthode des moments qui n’a pas de sens, hormis une stricte égalité des
trois premiers moments. Une loi mime doit donc vérifier des conditions autres qu’une simple identité sur
des grandeurs extraites : en ce sens, il faudrait poser des conditions de distance et utiliser des distances
(DKL ou DKS) pour qualifier un mime, ce qui ouvre de nouveaux domaines de recherche & mener dans
le domaine des log-statistiques.

10.3.1 La loi de Fisher et la loi Gamma Généralisée comme Mimick : cadre
général

Les lois de Fisher et Gamma Généralisée sont en pratique les plus populaires en imagerie RSO car
elles ont comme cas particulier la loi Gamma et la loi Gamma Inverse. Ce sont des lois & 3 parametres :
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Simulation d'une loi de Fisher : F(10.000,2.200,2.500)

| m— MLC : F(9.856,2.299,2.456)
| == MM : F(12.271,0.928,3.927)
oos{ 1
1
\
0.06 -
0.04 -
0.02 -
0.00 ' _ _ _ — o 2
0 10 20 30 40 50 60 70 80

FIGURE 10.1 — Simulation d’une loi de Fisher F [ = 10., L = 2.2, M = 2.5] et estimation des parameétres
par la méthode des moments et la méthode des log-cumulants. La méthode des moments est inadaptée
puisque la loi ne possede aucun moment d’ordre supérieur a 2.5. On ne peut parler de mime dans ce cas
la.

un parametre d’échelle et 2 parametres de forme. Il est toujours possible d’associer a une loi de Fisher
une loi Gamma Généralisée partageant les trois premiers log-cumulants : ce sera a partir du quatrieme
log-cumulant que la différence sera marquée.

La figure 10.2 illustre comment se “ressemblent” une loi de Fisher et une loi Gamma Généralisée
partageant les trois premiers log-cumulants d’une méme loi K. A premiére vue, sur les 6 exemples proposés,
les deux lois sont capables d’avoir des parametres garantissant 1’égalité des log-cumulants et donnant au
final des lois mimes tout a fait réalistes. On remarque qu’en apparence la loi Gamma Généralisée semble
beaucoup plus apte a coller au tracé de la loi K sous jacente. Cependant, si on souhaite analyser la
robustesse des estimations, la figure 10.3 montre comment varient les lois mimes autour de leur référence :
en faisant varier les parametres des lois d’environ ©10%, on observe que les lois de Fisher restent plus
proches de la loi de référence que les lois Gamma Généralisées. Bien que tres qualitatif, ce premier résultat
montre de fortes capacités de mime pour les lois de Fisher.

Les capacités de mime des lois de Fisher et des lois Gamma Généralisées sont aussi a analyser dans
les cas extrémes suivants :

— Si on recherche un mime de la loi log-normale, ou en son voisinage, on peut noter que cette loi ne
peut avoir de mime avec la loi Gamma Généralisée puisque celle-ci n’est pas définie pour <3 = 0
car ce cas correspondrait a n = 0, cas de loi Gamma Généralisée non définie excepté que comme
cas limite vérifiant la relation 9.2 :

lim Ln? = lim Ln? = constante
n—0+ n—0~—

Aussi, en pratique, il est préférable de prendre comme loi mime la loi de Fisher des lors que la loi
a mimer peut présenter des valeurs de K3 proches de 0.

— si on cherche un mime pour la loi de Nakagami (cas des données en amplitude) ou pour la loi
Gamma (cas des données en intensité), on se trouve alors sur la frontiere des lois de Fisher (en
amplitude pour le premier cas, lois de Fisher traditionnelles dans le second cas). Si on opére avec
des jeux de données réelles, il se peut que les log-cumulants empiriques débordent dans le domaine
des lois Beta : il ne sera alors pas possible de trouver une loi de Fisher mimant les données réelles.
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1.0

—— K(1.000,1.000,1.000) —— K(1.000,2.000,2.000) 0.8 —— K(1.000,4.000,4.000)
307 F(0.518,0.748,1.796) F(0.741,1.450,3.685) F(0.870,2.807,7.599)
55 = = GG(0.590,1.889,0.459) | 0.8 = = GG(0.776,3.711,0.489) = = GG(0.882,7.603,0.498)

—— K(1.000,3.000,5.000)
F(0.870,2.563,7.608)
= = GG(0.884,6.141,0.536)

—— K(1.000,1.000,3.000) 0.8 1 —— K(1.000,2.000,4.000) 0.8
F(0.747,0.965,3.749) F(0.827,1.803,5.652)
124 == = GG(0.798,1.621,0.643) == = GG(0.852,3.846,0.565)

1.4

0.7
0.6
0.5 -
0.4
0.3
0.2

0.19

0.01

FIGURE 10.2 — Exemple de diverses lois K et de ses mimes (Loi de Fisher et loi Gamma Généralisée). Les
valeurs des parametres de la loi K sont celles de [44].

En revanche, la caustique limitant les lois Gamma Généralisées étant donnée par la relation 9.2 :

lim Ln?> = lim Ln? = constante
n—0+ n—0-
on peut noter que les lois Gamma Généralisées seront tout a fait adaptées a ce cas, la zone entre

la branche de la loi Gamma (ou de la loi de Nakagami) et la caustique de la loi Gamma Généralisé
étant assez souple d’utilisation pour cette loi.

10.3.2 La loi de Fisher en amplitude et la loi Gamma Généralisée comme
Mimick : cadre général

La méme approche peut étre menées sur les lois en amplitude, ce qu’illustre la figure 10.4. On note la
aussi que les lois Gamma généralisées semblent mieux adaptées pour étre mimes de loi K en amplitude
que les lois de Fisher en amplitude.

10.3.3 Mimes sur cas réels

Pour illustrer comment diverses lois peuvent correctement “fitter” un histogramme empirique, considérons
une image Terrasar-X d’Australie (site d’Uluru, ©EADS-Astrium) acquise en mode SpotLight_HS) 2. Les
trois lois considérées sont la loi K en amplitude, la loi de Fisher en amplitude et la loi Gamma Généralisée.

On peut remarquer que la loi K mime a des parametres dont les valeurs sont comparables avec le
second cas de la figure 10.4 : les comportements observés sur ce cas concret entre la loi K en amplitude

2. Cette image fait partie des données mises gratuitement & disposition sur le site Airbus.
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Loi K, u= 1.000, L=2.000, M=2.000 Mime par loi Gamma Généralisée Mime par loi de Fisher

1.0
K(1.000,2.000,2.000) — K(1.000,2.000,2.000) — K(1.000,2.000,2.000)
= = F(0.741,1.450,3.685) 1.2 1.2
0.8 == GG(0.776,3.711,0.489)
1.04 1.04
0.6 0.8 0.8 1
0.6 0.6
0.4
0.4 0.4
0.2
0.2 1 0.2
0.0 { 0.0 0.0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

FIGURE 10.3 — Cas de la loi K[u=1.,L =2, M = 2]. Une fois la loi mime estimée, on fait varier les
parametres de cette loi entre 90% et 110% de leurs valeurs nominales, ce qui donne une zone (en jaune)
caractérisant une erreur vis a vis de la loi initiale. On remarque que les lois de Fisher (& droite) sont
représentés a U'intérieur d’un “tube” plus étroit que celui de la loi Gamma Généralisée (au milieu).

mime et la loi Gamma Généralisée sont donc tres similaires. La partie de 'histogramme relatif au mode
est donc mieux mimé par ces deux lois que par la loi de Fisher en amplitude.

Cependant la queue de distribution est beaucoup mieux modélisée par la loi de Fisher en amplitude.
Cette observation est corroborée par d’autres expérimentation effectuées sur des sites différents et avec
des capteurs différents, ce qui suggere que des travaux complémentaires mériteraient d’étre menés sur les
queues de distribution en imagerie RSO.

10.3.4 Mime parfait : cas d’égalité stricte entre lois

Il est intructif de noter que certaines formules analytiques spécifiques aux fonctions spéciales donnent
lieu a des calculs analytiques permettant une stricte identité entre lois. On a ainsi des strictes identités
entre lois K en amplitude et lois Gamma, ainsi qu’entre lois K et lois Gamma Généralisées dans deux cas
d’école présentés dans les paragraphes suivants.

Données en amplitude

Soit une loi K en amplitude :

M+L—1
KAl M) = S M( - ) K-t lQ o ]

et sa log-fonction caractéristique :

¢(s) = p*t DL+ ) DM+ 55 )
- TE ) ME

Considérons le cas M = L + % La log-fonction caractéristique s’écrit alors :

s—1 s—1 1
buls) = pitDLtZ) TS *g)
L= T(L) (L+3)7 I'(L+3)
1 DL+ 5L+ + 1)

(L(L+1)7 L(L)D(L+ 5)

s—1

Grace a la formule de duplication de Legendre :

22171

r(2z) = [(z)T (:c + %)

5
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1.0 1.0
1.04
m— KA(1.000,1.000,1.000) m— KA(1.000,1.400,1.400) ° m— KA(1.000,1.800,1.800)
0.8 FA(0.72,0.75,1.80) 0.84 FA(0.80,1.03,2.54) 0.8 FA(0.84,1.31,3.30)
== = GG(0.768,1.889,0.918) == = GG(0.832,2.595,0.956) ' == = GG(0.868,3.333,0.974)
0.6 0.6 0.6
0.4 4 0.4 0.4 1
0.2 0.21 0.2 1
0.0 0.0 0.0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
1.0 101
m— KA(1.000,1.000,1.400) m— KA(1.000,1.400,1.800) . m— KA(1.000,1.800,2.200)
0.8 FA(0.77,0.85,2.17) 0.8 FA(0.83,1.14,2.92) 084 FA(0.86,1.43,3.69)
== = GG(0.808,2.012,0.979) == = GG(0.854,2.790,0.988) : == = (GG(0.882,3.574,0.992)
0.6 1 0.6 0.6 1
0.4 0.4 0.4
0.2 4 0.2 1 0.2 1
0.0 0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

FIGURE 10.4 — Exemple de diverses lois K en amplitude et de ses mimes (Loi de Fisher en amplitude et
loi Gamma Généralisée).

on déduit :
[(z)T (ac + 3) _ VT o

22x71

ce qui permet d’écrire :

_ 1 T(2L + s — 1) 22L+s=2
. s—1
¢H(S) = u ( B (L N 1))5—1 F(QL) 92L—1
2
s—1
_ 21 D(2L 4 s —1) 220452
TSy rer

On reconnait dans cette derniere expression la log-fonction caractéristique de la loi Gamma G [ﬁ, QL] .
3

Ceci démontre la relation :

KA [M,L,L—kl} (@) = G|—2F 91| (@) (10.29)
2 L(L+})

que 'on peut aussi écrire (ceci pour permettre une comparaison avec le cas suivant) :

2p
L(L+3)

KA [,u,L,L + l} () = GG , 20,1 (x)

2
Données en intensité
Par un raisonnement analogue, on peut considérer la loi K dans son formalisme en intensité :

o(2202Y]

1+L 4

MiL
LMx) 2
L

1 2L M

Klp, L, M](x) = L(L)T(M) p (

Ky-r,
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Terrasar-X Uluru 67490720 pixels
vmin = 0.0 vmax = 15031.3  Seuil image 243.5

0.012 1 {m = GG(70.046,2.579,0.956)
| — . FA(67.24,1.03,2.53)
0.010 | — KA(84.250,1.371,1.414)
! ! :
0.008 - | !
! :
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1000 0.002 | + %
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FIGURE 10.5 — Image Terrasar-X d’Australie (site d’Uluru, (©Airbus). L’histogramme empirique de la
totalité de I'image a été modélisé par une loi K en amplitude, une loi de Fisher en amplitude et une loi
Gamma Généralisée. On note que ces lois ont visuellement de bonnes capacités de mime. Si on détaille la
queue de distribution en échelle semi logarithmique, on note que les comportements asymptotiques des
trois lois sont tres différentes et s’expliquent par la forme analytique des lois, et que tres curieusement la
loi de Fisher est assez fidele a la queue de distribution de I’histogramme.

et en utilisant la loi Gamma Généralisée GG, on montre, apres quelques calculs faciles mais pénibles, la
relation :

1 wlL
K L, L+ - = —,2L,0.5 10.30
nLies]@ = o an0s|w (1030
Un résultat général

Ces relations peuvent s’obtenir a partir d’un cadre plus général qui s’appuie sur I'expression de la
transformée de Mellin de la fonction de Bessel modifiée de troisieme espece donnée par les tables :

MIK,)(s) = T2F<52V)F(S;”)

Dans le cas v = %, on peut écrire :

M[Kos)l(s) = r4p<82%)r<5;%>

c’est & dire, grace a la formule de duplication de Legendre (relation A.8) :

M[Kos](s) = 2°7°T (3 - i) : <§ i i)
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Comme il est bien connu que :

f] -1

on en déduit (grace & la relation TM 2 liée aux propriétés fondamentales de la transformée de Mellin) :

KO.S(Z') = — T ée

relation qui permet d’obtenir directement 10.29 et 10.30.

Il faut noter que cette derniere relation est curieusement absente des Bateman, mais se trouve dans

le Gradstheyn ([15], relation 8.469.3).
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Annexe A

Fonctions spéciales

A.1 La fonction Gamma et ses dérivées

A.1.1 Définition

La fonction Gamma est définie par la relation intégrale [8] :
I'(z) = / t*~te7tdt Re(z)>0 (A1)
0
Elle vérifie la relation :

I'z+1) = 2I(2) (A.2)

avec I'(1) = T'(2) = 1.
Pour z réel positif, la fonction Gamma s’utilise plus souvent sous la forme de la fonction factorielle
définie pour n € IN*
n!l=T(n+1)

Son minimum est atteint en z ~ 1.4616 et vaut approximativement 0.8856.
Remarquons au passage que la fonction Gamma permet une définition de ’exponentielle :
c+ioco
e’ = / x”°T'(s)ds
c—100

expression que le mathématicien Hardy appelle “formule de Mellin”.

A.1.2 Quelques propriétés (formules d’Euler et de Legendre)
Formule de réflexion d’Euler

Une des propriétés les plus intéressantes de la fonction Gamma est qu’elle vérifie la relation appelée
formule de réflexion d'Euler, définie pour x ¢ Z, donnée par :

T
'i—=«)r = A3
(1-2)T@) = —— (43)
que 'on peut aussi réécrire sous la forme :
T
I'(—x)T 1) = — A4
(o) Ta+1) = ——— (4.4)

On en déduit —dans la mesure ou elles existent— plusieurs relations parfois bien utiles :
— Une relation pour passer de I'(1 — z) a I'(x) :

™

FA-a) = sin (rz) T'(z)
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— En posant z =y — %, la relation A.3 s’écrit :

1 1

PG-0lG+y) = o (A.5)

— En posant z = %, la relation A.3 permet d’écrire :

— Ces résultats permettent d’écrire :

1

=T

2

VT (A7)
2

relation qui permettra de simplifier certains parametres de la loi de Rayleigh (coefficient de variation,

variance,. . .)

Formule de duplication de Legendre

Une autre propriété intéressante de la fonction Gamma est la relation dite de duplication de Legendre :

r(2z) = 22;%1 [(z)T (:c + %) (A.8)

qui permet d’écrire les deux relations suivantes :

P - 2 (g)r<$;1> (A.9)

r <x+%> = BT T() (A.10)

En utilisant les propriétés A.4 et A.8, on a (dans la mesure ol ces relations sont définies, ce qui impose
quelques conditions triviales sur les valeurs de x) :

s 1
I'(—-2 = —
(~22) sin(27x) I'(2z + 1)
™ 1

~sin(2ra) T (2(z+ 1))
v x
sin(2rz) 222 T (z + 3) T(z + 1)

Lo (al)

I(-2) = 2—\/;11“ <7:”> r <z2+1) (A.11)

On démontre ainsi que la relation de duplication de Legendre peut s’appliquer aux valeurs négatives de
x & condition que 2z ¢ Z.

d’ou la relation :
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A.1.3 Comportement asymptotique en z = 0"

Partant de la relation :
P(z+1) = 2T(2)

on en déduit :

et comme pour z — 0" on a :
lim T'(z+1) = T(1) =1

z—0t

on en déduit le comportement a 'origine :

1
lim I'(z) = -

z—07t z

A.1.4 La fonction Digamma
La fonction Digamma W¥(x) se définit comme la dérivée logarithmique de la fonction I'(z) :

dlogT'(z) _ I(x)
dz I(x)

U(x) =

Remarquons que la constante d’Euler vg peut s’exprimer a ’aide de la fonction Digamma :
ve = —U(1) (A.12)
Pour x grand, on montre que :

lm & (A.13)

z—o0 log(x)

ainsi que la relation :
lim (¥(x) —log(z)) = 0 (A.14)
Tr—r00
Considérons le logarithme de la relation fondamentale A.2 :

logT(x4+1) = logz + logT'(x)

En dérivant cette expression, il vient la relation utile suivante :

U(z+1) — U(z) (A.15)

X

Enfin, en prenant la dérivée logarithmique de la relation A.8, on obtient aisément la relation de
duplication suivante :

W(2r) = log(2) + % (\11(1;) L (:H %)) (A.16)

A.1.5 Définitions des fonctions Polygamma
Par définition
d"U(x)
dz”

Comme pour la fonction Digamma, la dérivation (r+1)-éme du logarithme de la relation fondamentale
A.2 va permettre d’écrire :

U(r,z) =

I'(r+1)
wr-{-l

U(rz+1) — U(rz) = (—1) (A.17)
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Notons que l'on trouve parfois dans la littérature la fonction Digamma sous la notation suivante :

U(x) = ¥(0,z)

ce qui étend la définition de la fonction Polygamma & la fonction Digamma (cas r = 0).

Les fonctions Polygamma sont strictement monotones et tendent vers 0 pour x — co. Elles vérifient

aussi les inégalités suivantes :

< 0 "
> 0 Vn € IN

{ U(2n, )
U(2n+1,x)

Leur comportement asymptotique a l'infini est donné par la relation suivante :

lim [¥(r,z)z"| = I(r)
Tr—r00

qui peut s’écrire aussi pour = grand :

I(r)

xr

U(r,x) ~

On en déduit en particulier ces relations utiles pour les lois de I'imagerie radar :

lim [®(1,L)L| = 1
L—oco
lim |¥(2,L) L% = 1
L—o0
lim [V(3,L)L°| = 2
L—o0

A.1.6 Fonction de Pochhammer

La fonction de Pochhammer, notée dans ce document Poch(zx, ), est donnée par I'expression :

r
Poch(z,v) = %
On trouve dans [3] une relation qui s’avere utile :
I'(x+a) a+a? 1
—_— = HL + —— —_—
@ -~ @t ( Taarn T\
et dont on peut déduire la relation :
L1
Poch(z + 3, 3) ~ 1t 1

A.1.7 La fonction Zeta

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

A partir des fonctions Polygamma, il est possible de donner une définition de la fonction Zeta de

Riemann a ’aide de I’expression suivante :

U(r—1,1)

) = ) Ty

parfois utilisée dans certains articles.
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A.2 Les fonctions de Bessel

A.2.1 Fonctions de Bessel, de Neumann et de Hankel

Par définition [9], une fonction w(z) est une fonction de Bessel si elle vérifie ’équation différentielle :

d?w dw
2 2 2
—_— z— z2=—vi)w = 0 A.22
dz2 + dz + ( ) ( )
On la note généralement J, ().

En effectuant certaines combinaisons linéaires de J,(z) et J_,(z), on trouve les fonctions de Bessel de
deuxieéme espece, souvent notées N, (z) (parfois Y, ), appelées parfois fonctions de Neumann et solution
de I’équation différentielle A.22 :

N,(z) = ! (Jo(2) cosmz — J_,(2)) (A.23)

sin 7z

ainsi que les fonctions de Bessel de troisieme espece (souvent notées H,, et appelées aussi fonctions de
Hankel) définies par :
HWV (iz) = J,(2) + i N,(2)

Si 'on remplace z par iz, ’équation différentielle (équation A.22) devient :

2
2 dw zd—w—(z2+v2)w:0

* dz2 + dz

et bien évidemment a pour solution J,(iz). Il se trouve que traditionnellement, on considere les solutions
sous une forme modifiée :

iny

I(2) = e 2 J,(iz) = i7" J,(iz)

ces solutions portant alors le nom de fonctions de Bessel modifiées de premiere espece.

A.2.2 Spécificités de la fonction de Bessel modifiée de troisieme espéce (se-
conde fonction de Bessel)

La fonction de Bessel modifiée de troisieme espece K, (z), élément essentiel du Compound Speckle de
Goodman, est définie & partir des fonctions de Bessel de troisieme espece (c’est a dire les fonctions de
Hankel) par Pexpression donnée par le Bateman ([9], paragraphe 7.2.2, formule 15) :

K,(z) = e 3 HY (iz)

et c’est sous cette appelation que Colombo [11] en donne cette définition :

1 oo —zch(t)—vt
KU(Z) = 5 € dt

On lappelle aussi fonction de Basset (qui 1’a définie dans une publication en 1889 [5]), ainsi que
seconde fonction de Bessel. Tout ceci est bien entendu cohérent avec I'indémodable ouvrage de référence
sur les fonctions de Bessel qu’est le Watson [48].

Or a l’heure actuelle de nombreuses sources en général tres fiables n’adopte pas cette convention
historique (& commencer par Wikipedia qui, par exemple, signale que 'appelation de “fonction de Basset”
est obsolete et doit étre remplacée par modified Bessel functions of the second kind!!). De son coté,
MathWorks appelle cette fonction Modified Bessel Function of the Second Kind. Sous Maple, 'appel se
fait avec 'ordre BesselK, et I’aide en ligne dénomme cette fonction “Bessel function of the second kind”.
Tout ceci semble incorrect puisque les fonctions de Bessel de deuxieme espece sont en fait les fonctions
de Neumann, définies par la relation A.23 et que la notion de “fonction de Bessel modifiée de deuxieme
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espece” doit en toute logique se fonder sur la notion de “fonction de Bessel de deuxieme espéce ”. Sous
Python, la bibliotheque scipy la dénomme fonction de Bessel modifiée de deuxieme espece en signalant
que 'on peut aussi utiliser la terminologie “fonction de Bessel modifiée de troisieme espece”, ce qui ne
simplifie rien .

La transformée de Mellin est familiere de la seconde fonction de Bessel puisque dans la table de
transformées de Mellin du projet Bateman [6], on trouve la relation de sa transformée directe (6.8,(26)) :

it - 21 (515

ainsi que la relation de sa transformée inverse (6.3,(17)) :

sl o) = () )

La seconde fonction de Bessel posseéde d’intéressantes propriétés [25] largement exploitées dans I’étude
des lois de Halphen [16] (plus connues sous le nom de lois gaussiennes inverses généralisées) :

Ky = K_ (A.24)
Kyii1(w) = %Kk(w) + Ky_1(w) (A.25)
Ky_1(w) + Kxj1(w) = —2K)(w) (A.26)

A.2.3 Spécificités de la fonction de Bessel modifiée de premiére espece

La fonction de Bessel modifiée de premiere espece n’apparait pas directement dans les tables de
transformées de Mellin. On trouve cependant dans les tables la relation suivante ([6], relation 6.8.23) :

1 F(%—s)l"(s—l—u)
as2s/r  T(l+v-—ys)

M [e " I, (az)] =
ainsi que la transformée suivante ([6], relation 6.8.23) :

MT(s)1Fi(s;v + 150)] = T(w+1) (ax) ™" I, (2v/az)

utilisée pour la loi de Rice (pour le calcul de la fonction caractéristique de deuxiéme espece, voir le
descriptif de la fiche détaillée de la loi de Rice page 154 ou le rapport de recherche [38]).

A.3 Les fonctions hypergéométriques

Sous cette terminologie se niche une famille de fonctions spéciales dont les appellations diverses et les
propriétés sont un monde difficile a pénétrer. En imagerie cohérente, on les retrouve principalement dans
les expressions des lois de probabilités des parametres liés a la phase et a la cohérence interférométrique
(voir par exemple [28]). Sous une autre notation (fonctions de Whittaker) elles sont utilisées dans certains
cas de Compound Speckle.

Ce paragraphe donne quelques définitions et propriétés fondamentales de ces fonctions, et vise dans
sa présentation a montrer combien il peut étre difficile d’obtenir une simple relation entre deux fonctions,
voire méme une simple identité, tant les bons auteurs semblent prendre un véritable plaisir a complexifier
leurs présentations.

1. Force est de constater que si Internet a beaucoup apporté aux scientifiques actuels (il en est pour preuve que le Watson
ou les Bateman sont accessibles en version pdf sur des sites universitaires), il géneére dans le méme temps un grand nombre
d’imprécisions fort regrettables.

276



A.3.1 Les fonctions ;F; (hypergéométrique), I} (hypergéométrique confluente),
2F0 (Tricomi) et 0F1
La fonction 2 F; (hypergéométrique)

L’origine de la fonction hypergéométrique remonte & Gauss qui, en prenant la fonction associée a une
série dite hypergéométrique?, définit la fonction hypergéométrique F'(a,b,c; z) de la variable complexe z,
a 3 parametres, dont la notation contemporaine est :

2Fi(a, b; ¢; 2)

Une caractérisation possible et concise des fonctions hypergéométriques peut se faire par le biais de la
transformée de Mellin puisque P'on trouve dans les tables de transformée de Mellin (par exemple [6]) :
I'(c) () I'(a—s)I'(b—s)
S
['(a)T'(b) T(c—s)

M [2Fi(a,b;c;2)] (s) = 0 < Re(s) < min (Rea,Red)  (A.27)

De cette observation, nous verrons qu’il s’en déduit une réécriture trés simple de la fonction hypergéométrique
dans le formalisme des fonctions de Meijer (voir annexe B.3.2).

La fonction ; F; (hypergéométrique confluente)

La fonction hypergéométrique confluente 1 /1 (a; c; z) correspond au cas 2’ = 7,b — oc. Elle est souvent

notée ®(a,c;x) (symbole de Humbert), mais aussi M (a, ¢, z) (fonction de Kummer). Elle porte aussi le
nom de fonction hypergéométrique dégénérée.

®(a,c;x) = Mla,c,x) = 1Fi(a;¢2)
On peut en retenir la caractérisation concise par sa transformée de Mellin :

I'(c) I'(a—s)
I'(a) I(c—s)

M[1F1(a;¢c;2)] (s) I'(s) 0 < Re(s) <Rea

qui peut moyennant quelques justifications, se déduire de 'expression A.27 en faisant abstraction du
T'(b—s)

r'(v)
La fonction hypergéométrique confluente possede une propriété connue sous le nom de transformation

de Kummer :

terme

1Fi(a;c2) = € 1Fi(c—a;¢—2) (A.28)

Une application un peu étonnante de cette fonction est donnée par la relation suivante :
1Fi(a,a;2) = € Va (A.29)

ce qui fait correspondre a l’exponentielle une infinité de fonctions hypergéométriques confluentes.

La fonction 5 Fj

Un second cas particulier de la fonction hypergéométrique passe par la fonction ancillaire ¥(q, v; x)
(voir [8], page 257), mais plus courament notée U(a,~;x), qui a été introduite en 1924 par Tricomi? :
celui-ci a traité, dans le cadre des fonctions hypergéométriques 2F1, le cas 2’ = 1 — £,¢ = oo. Cette
fonction ¥ permet de définir une nouvelle fonction de la famille des fonctions hypergéométriques, la
fonction o F)y, définie par par la relation :

1
2F <a,b;—) = 2 W¥(a,a—b+1;1) (A.30)
x

2. probablement introduite la premiére fois par Wallis d’aprés Wikipedia

3. Tricomi la note GG, choix malheureux car cette lettre G est maintenant réservée aux fonctions de Meijer. Le Bateman
en donne d’autres notations et définitions : M selon Kummer, F; selon Meixner (notation assez malheureuse aussi), E selon
MacRobert
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La relation A.30 donne au passage une définition de la fonction ¥ de Tricomi par le biais de la fonction
2F0 :

W(a,b;x) = Ula,bjx) = z7%F <a, a—b+1; l) (A.31)
x

Dans ce labyrinthe de fonctions, la fonction U est donnée par la relation ([8] p 257) :

I'(1— I'e—1
‘I’(G,C;.’L') = U(G,C,Z) = ﬁ 1F1(G,C;Z) + zl—c% 1F1(a’ —c+ 152 - C;Z) (ASQ)
ou sous une forme équivalente [1] :
T 1F1(a, ¢ 2) 1—e1Fi(a—c+1,2—¢;2)
Y(a,c;z) = U — ¢
(a,¢;7) (a,¢,2) sinme (F(C)F(a —c+1) : T(a)T(2 —¢)

(que T'on peut déduire de la relation A.32 grace & la formule de réflexion d’Euler A.3). ce qui permet
d’écrire une relation assez curieuse entre une expression fondée sur des fonctions 1 Fy (relation A.32) et
une expression fondée sur une fonction o Fy (relation A.31) :

1—CF(C — 1)
I(a)

Les bons auteurs sont peu bavards sur la transformée de Mellin de la fonction 5 Fj, mais donnent tous
les éléments nécessaires. Il faut partir de la définition A.30, et connaissant ’expression de ¥ sous forme
d’intégrale de Barnes ([8], page 256), cette derniere relation conduit & une expression analytique de la
transformée de Mellin de la fonction o Fjy

1 I'(1 -
7% 5k (a,a—c—i—l;—;) = 11(70) 1Fi(a,c2) + 2 1Fila—c+1,2—¢2)

(a—c+1)

1

M [sFy(a,b;2)] (s) = T(a)D(b)

I'(s) T(a—s)I'(b—s) 0<Re(s) < min(Rea,Rebd)

qui peut, moyennant quelques justifications, se déduire de I'expression A.27 en faisant abstraction du
I'(c)

terme m .

La fonctions ¢F}

Enfin, on rencontre parfois la fonction ¢Fy, qui trés curieusement n’a pas de nom spécifique (on la
cite comme la “fonction hypergéométrique oF1”) et dont la définition concise a partir de sa transformée
de Mellin s’écrit :

MoFi(c;2)] (s) = T(e) T 0 < Re(s) <Rec

(c—s)
finalement trés peu usitée car nous verrons au paragraphe A.3.4 qu’il existe une expression équivalente
sous forme de fonction de Bessel (relation A.36).

A.3.2 Généralisation : les fonctions ,F

A partir de la fonction hypergéométrique, fonction initialement a 3 parametres, il est possible de
construire une classe de fonctions & p + ¢ parametres, notées ,F, telles que® :

q-fll—‘ Cj 1.)_1 a; — S
M[qu(al,...ap;l,-.-,Cq;Z)] (S) = ;_T((al; F(S) %

Cette expression tres générale permet bien évidemment de retrouver les quatre cas particuliers précédents
(tableau A.1).

4. en interférométrie en particulier
5. pour alléger I’expression, les conditions sur s ainsi que celles sur les coefficients a; et b; ont été omises.
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Fonction Notation Transformée de Mellin
hypergéométrique | 2F(a,b;c; ) % I'(s) %
Tricomi 2Fo(a, b;x) % [(s) T'(a—s)I'(b—s)
hypergéométrique | 1Fi(a;c;x) 11:8 I'(s) II:E‘Z::;
confluente

oFi(cx) T'(c)T(s) F(;S)

TABLE A.1 — Transformées de Mellin des fonctions hypergéométriques les plus usuelles.

A.3.3 Fonctions associées : les fonctions de Whittaker
A partir de la représentation de Tricomi —la fonction notée U ou W, relation A.31—, la fonction de
Whittaker ¢ W, , s’écrit :
2 1
Wap(z) = e 3207129 <b —a+ 3 14+ 2b;z>
2 1
=5 12y (b —atg, 1+ 2b; z) (A.33)

mais, en faisant intervenir directement la fonction o Fp, elle est parfois définie comme ([8], page 264) :

Wan(z) = e”2 2% 4 F (b—a—l—l,l—a—b;—l) (A.34)
’ 2°2 z
ce que 'on retrouve en exprimant la fonction U par la relation A.31.

C’est cette fonction de Whittaker qu’utilise Delignon pour caractériser un de ses modeles de compound
speckle (1a loi W, [13]). Delignon utilise aussi la fonction U pour un autre de ses modeles (la loi U, [13]),
mais la définition méme de la fonction W (relation A.33) montre que l'on peut aussi bien utiliser U que
W dans l'expression de la loi U.

Pour étre exhaustif, il existe une autre fonction de Whittaker, notée M, ; (& ne pas confondre avec la

notation de Kummer M pour la fonction 1F7), et qui s’écrit soit & partir de la fonction 1 Fy, soit & partir
de la fonction ® ([8], page 264) :

. 1
May(z) = e 22712@ (b—a—i— 5,1 +2b;z)

)

2 1
e~ 5 Y2 |y (b —a+ 5 1+ 2b; z) (A.35)

A.3.4 Fonctions hypergéométriques et fonctions de Bessel

Il existe des liens tres étroits entre fonctions hypergéométriques et fonctions de Bessel. En effet :

6. Tres justement, le Bateman parle de “notation de Whittaker” plutot que de fonction de Whittaker, mais I'usage actuel
semble fideéle a la notion de fonction.
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— la fonction de Bessel J,,(z) peut s’exprimer & 1’aide d’une fonction hypergéométrique confluente ; Fy
de la variable z puisque l'on a la relation (voir [9]) :

(%)U e ¥ F (1/+ %;21/+ 1;2iz)

Ju(z) = T(v+1)

Elle peut aussi s’exprimer & 1'aide de la fonction hypergéométrique oF; de la variable 22 :

2

J(2) = 2 oF (1/; —ZZ) (A.36)

— la fonction de Bessel modifiée de troisieéme espece (autrement dit, la seconde fonction de Bessel)
s’exprime traditionnellement en fonction de la fonction de Tricomi ¥ ([8] :

1
K,(z) = Vme ™ (22)" ¥ <§ +v,1+ 2 2:0)

ce qui en prenant comme définition de la fonction de Tricomi la relation A.31 permet d’écrire :

=

K,(z) = Vme ™™ (22)" 2 2F (1 + v, L v; ! > (A.37)

2 2 7o

Ainsi la célebre loi K aurait pu étre appelée loi de Tricomi. D’autres expressions de la seconde
fonction de Bessel seront analysées a ’aune des fonctions de Meijer (voir B.3.3).
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Annexe B

Les fonctions de Meijer

B.1 Historique et notations

B.1.1 Définition des fonctions de Meijer

Cornelis Simon Meijer propose en 1936 la définition des G-fonctions [8], qui se veulent étre la forme
la plus générale possible des intégrales de Barnes. Meijer voyait ces nouvelles fonctions comme une
généralisation des fonctions hypergéométriques : il se trouve qu’accessoirement elles permettent un for-
malisme unifié pour un trés grand nombre de fonctions courantes, ce qui leur donne une portée universelle
(le paragraphe B.3.1 de cette annexe donne Pexpression de fonctions usuelles —logarithme, sinus,. . .— sous
forme de fonction de Meijer). Elle sont définies dans le plan complexe sur un parcours £ par la relation :

Gm’”<z ar,...,a, ) _ L/ [[L T =) [, T (1—a; +s) o ds
P b17-'-7bq 2w L Hg:m+1r(1 7b‘7 +S) §:n+1F(aj 75)
avec une condition (suffisante) sur les indices :

p+q<2(m+n) (B.1)

Le parcours £ doit étre bien évidemment précisé. Meijer propose trois types de parcours dans le plan
complexe : deux qui sont constitués par des boucles dans le plan complexe, le troisieme qui consiste en
une droite du plan complexe parallele & I’axe des ordonnées.

C’est ce troisieme type de fonctions de Meijer qui joue un role majeur en log-statistiques puisque,
formellement, une intégration selon une droite du plan complexe parallele a ’axe des ordonnées est
Popération mathématique utilisée pour définir la transformée de Mellin inverse (relation 2.2). Dans ce

document, les fonctions de Meijer de ce type, notées GZ?;]”, seront le plus souvent définies par la relation :

ai,...,ap > _ 1 /C”(’0 [ T =) [T, T (L —aj +5)
bi, ... bq cico Ijmmer T (L =05+5) TIj_ 41 T (a; —5)
la valeur de ¢ devant vérifier des conditions d’existence spécifiques. Dans le cadre des log-statistiques, la

valeur ¢ = 1 doit étre un cas possible pour l'intégration, le réle s = 1 étant essentiel pour la caractérisation
d’unde densité de probabilité.

G <x % ds (B.2)

p,q

2im

L’expression B.2 mérite d’étre réécrite en effectuant un changement de variable s — —s. On obtient
alors :

~AM,Mn
Gpaq (l’

1 fetioo T +s) [, T(1—a;—s
al,...,ap) _ / HJ,1 (b; )HJ,1 ( j ) o ds (B.3)

b17 ey bq 25 c—i00 H?:m-‘rl r (1 - bj - S) H?:n-i-l r (a’] + S)

a1y...,0p

bi,.... b

expression qui montre que la fonction C_v';':‘;]" <J} > est la transformée de Mellin inverse de la

fonction - N
Hj:l I'(bj +s) Hj:l I'(l—a;—s)
?:erl L(1—=bj—s) H?:n+1 I'(a; +s)

(B.4)
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On retrouve ainsi la relation des tables de transformée de Mellin inverse du Bateman|6].

Dans ce document, nous proposons d’effectuer une légere modification typographique pour simplifier
la lecture des parametres de cette fonction (ce qui facilitera aussi appel de ces fonctions dans les logiciels
actuels, voir le paragraphe B.4) et de privilégier, pour définir la fonction de Meijer G, la démarche fondée
sur la transformée de Mellin Inverse. On a au final, comme définition de la fonction de Meijer G adoptée
dans ce document, 'expression :

N [Ir®+s) [T -a;—s)
m,n aiy..-,0n 5 Qn4ly...,0 _ 1 e J=1 Jj=1 —s
Gp,q (z bl;---;b’m ) bm+15"'7bz > N E/cfzoo a p v ds
II ra-b-s [ T(+s
Jj=m+1 j=n+1
B5)

Cette notation offre un moyen simple de repérer 'appartenance des familles d’indices a; et b; a la
partie numérateur ou & la partie dénominateur de la transformée de Mellin de G :
— pour les p coefficients a;, les n coefficients correspondant au numérateur et les p —n + 1 coefficients
correspondant au dénumérateur, qui forment la ligne supérieure des parametres de Meijer :

~m,@) al,...,0Q 5 Apgly -0
G (« @ ®

O e S S N
— pour les g coefficients b;, les m coefficients correspondant au numérateur et les g —m+ 1 coefficients
correspondant au dénumérateur, qui forment la ligne inférieure des parametres de Meijer :

Qs (1:

B.1.2 Transformée de Mellin des fonctions de Meijer

aiy.--50n 5 OGn4ly---50p
bl,...,b@ 3 bm+1,...,b@

L’expression B.5 étant formellement celle d’un transformée de Mellin inverse, on a :

| Hr(bj+s) Hr(yajfs)
ai,.--,0n 5 An4l,--.,0p ):| (S) _ j=1 Jj=1 (B6)

M [G‘g}t}" (1:

bla"'vbm ; bm+17"'ab 4 P
! I'(1—0b;—s) H I'(a; +s)
j=m+1 j=n+1

On peut en détailler les quatre cas théoriques suivants :
— Seuls les coefficients a;, j € [1,n] sont définis. On a alors :

mlas (o] e Y6 = Ira-o-9 ®7)

— Seuls les coefficients a;, j € [1,p] sont définis. On a alors :

M {G‘O’O (1:

p,0

— Seuls les coefficients b;, j € [1,m] sont définis. On a alors :

b bt ﬂ(s) = ﬁf(bj+8) (B.9)

) j:l

M {Ggf;,‘j <x
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— Seuls les coefficients b;, j € [1, ¢] sont définis. On a alors :

M [68;2 (m 1

ibmH;”wq)}@): fpx1_%_g (B.10)

j=1

La relation B.6, tres générale et plutot complexe, permet de traiter les deux cas particuliers suivants
qui sont directement utilisables pour I’étude des densités de probabilités en imagerie cohérente :

A4[Ggyi<x b ; >}(s) = flr(@-%s) (B.11)
M{Ggfg@ Gt 'ﬂ(s) = ﬂF(l—a]——s) (B.12)

1

<.
Il

B.1.3 Comportement asymptotique des fonctions de Meijer (cas général)

Le comportement asymptotique des fonctions de Meijer n’a manifestement rien de simple et le Bate-
man [9] ne donne que quelques régles trés succinctes rappelées ici.

. . . ai,....an 5 @ R
Dans le cas général d’une fonction de Meijer G(z) = G (| 0 0™ 0 JntbmofP ) Deten
P biye b 5 bmits..bg

se restreignant a une variable x réelle, on a :
— au voisinage de 0 :

lim G(z) = O(|z|?) si p<q avec B =maxb;jc[l,m] (B.13)

z—0*t
— pour z — 00, G(z) décroit exponentiellement vers 0 sip < ¢, m > % etn=0:

ptq

lim G(z) >0 si m>=——= et n=0 (B.14)
Tr—r 00 2
— pour & — 00, G(z) a le comportement d’une puissance de x sip < g, n > 1et m+n > pTﬂ, ou
biensig=p+1:
m+n > % et n>1
lim G(z) —» O (xﬁ) si ou (B.15)
xr—r0o0
g=p+1
— pour z — oo, G(z) devient infini de maniére exponentielle si ¢ > p+2 et m+n < %
lim G(z) o0 si q=p+2 et min< 2ty (B.16)
z—00 2

ou bien si g =p+ 1.

B.1.4 Comportement asymptotique des fonctions de Meijer G

Les précédentes regles de comportement asymptotique, définies pour toutes les formes de fonctions
de Meijer, sont bien évidemment applicables aux lois G qui vérifient m +n > % (relation B.1). On a
alors :

lim+ G(z) = O(|z?) si p<gq avec §=maxb;j < [l,m] (B.17)
z—0
lim G(z) -0 si n=0 (B.18)
Tr—00
~ n>1
lim G(z) = O (2”) si ou (B.19)
lim G(z) 00 si ¢g>p+2 (B.20)
T—r 00
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B.1.5 Fonction inverse d’une fonction de Meijer donnée
Soit une fonction de Meijer f(x) s’écrivant (relation fondamentale B.5) :

Gy ) 1 /°° I, T (b, +5) T, (1~ a; — s)

- x %ds
27 Je—ico e T(1=0j—5) [T5_, 11 T (a; +5)

Gp7(} (:E blv"'abm 5 b’m+1a"'7bq

Soit g(x) telle que, par définition (et si elle existe) :

En appliquant simplement la définition d’une fonction de Meijer, on a :

= 1
oo = G (3

T

a1,.--yQn 5 An4l,-.-,0p
bla"'abm 5 b’m+1a"'7bq

_ L/C—HOO HT:1F(bj+5) H?:1F(1*aj*5) (1)_8 ds
2im L(1—bj—s) [[f—, 1T (a; +3)

B 1/C+i°° IG5 T +s) [Tio, T (L —a; —s)

T

r

T

r

q
c—100 Hj:m+1 xT

27 )i Ty T b =) [Ta Tay ) ©
1 /C-HOO H;n:1 (bj —s) H;'L:1 I'(l—a;+s)
eioe Tl Db+ 8) [T D (ag —9)
1 fetiee H?:1 (1—a;+5s) HT:1 I' (b —s) —s
=% ds

27 J oo H?ZH_H I (a; —s) H§:m+1 F'(1—-0b;+s)

cette derniere expression étant une fonction de Meijer sous sa forme canonique B.5. On en déduit :

2im

Gmﬂ(l A1y y Ay an+1,...,ap) _ G”’m<x‘ 1—by,...,1—by 1bm+1,...,1bq)
pa \z ap

bl,...,bm 3 bm+1,...,bq 1—@1,...,1—0,” y 1—an+1,...,1—ap

(B.21)

Ceci permet de construire la fonction inverse d’une fonction de Meijer donnée selon la regle :

Amon A1, Qn 3 Gpil, - Qp Am.m 1—=b1,...,1=bym 5 1—=bpy1,...,1 =10
Gp’q <$ bl,..,bm 3 bm+1,..,bq ) - Gq’p <$‘ 1—a1,...,1—an y 1—an+1,...,1—ap

(B.22)
ay 5 - ~1,0 . N
) et ) 2

b f :) - G?:é<x‘1.b1 f :> (B.24)

On a par exemple :

b

B.2 Propriétés des fonctions de Meijer GZ?C’]”

Nous nous limitons aux propriétés des fonctions de Meijer G';", c’est a dire celles dont la transformée
;

de Mellin est définie dans un voisinage du point ¢ = 1 dans le plan complexe.

B.2.1 Propriété de notation

Considérons la transformée de Mellin d’une fonction de Meijer (relation B.6)

H}n:1 L'(bj +s) H?:1 I'(l—a;—s)
?:erl L(1—=bj—s) H?:n+1 I'(a; +s)
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et regroupons les différents termes sous la forme :

H;‘n:1r(bj +3) H?:1F(1 —a; =)

?:n-{-l r (a’j + S) g:m-l-l r (1 - bj - S)

Remarquons tout d’abord qu’au sein d’un groupe de parametres, ’ordre des grandeurs n’intervient pas.
Analysons ensuite les termes qui font intervenir la variable s avec un signe positif : Si un coefficients a,
1 €[n+1,p| est égal & un des coefficients by, k € [1,m], une simplification évidente s’impose. Il suffit de
réordonner les parametres pour les placer en fin de liste (de sorte que a, = by,) et de les enlever. On a
alors :

amn (4 a1, ..,0p S U1y e Gp—1, @), _gm-tn (| GLesGn 5 Aoty Gpet
; . =Up_1,4-1 . ' /
Pq b1, ., bm—1,®,, ; bm+1, -, bg p=lq N e S N

avec b, = byy1,t € [m,q — 1].

De méme, analysons les termes qui font intervenir la variable s avec un signe négatif : Si un coefficients
ai, 1 € [1,n] est égal & un des coefficients by, k € [m + 1, p], une simplification évidente s’impose. 11 suffit
de réordonner les parameétres pour les placer en fin de liste (de sorte que a,, = b,) et de les enlever. On a
alors :

= al, ., an-1,@,, ; Ant1, - Op ~m.n—1 A1y .oy Qpo1 5 Qly...,ah 4
Gt | " =G" x
pq ( bl,..,bm ; bm+1;--7bq717@q ) p—lg-1 ( bl,...,bm ) bm+1,...,bq_1
avec a}, = ag41,t € [n,p — 1].
B.2.2 Multiplication par la variable x
A partir de la définition B.2, on peut écrire (dans la mesure ol les intégrales existent) :
grgmn (| @ ln 5 G Gy _ xri/cﬂ'oo HT:lF(bj —5) H?Zlf(l—ajJrs) 2 ds
pa b17 ) b’m ; b’m+1’ ©* bq 2im c—100 H?:m-‘rl r (1 - bj + S) H?:n-‘rl r (a’] - S)
_ 1 /CHOO H;n:1 (bj —s) H?:1 I'(l—a;+s) 2 ds
2im c—100 H?’:erl 1 - bj + S) H?:nJrl r (a’j - S)

— "t ds
2im L=bj—r+s+r) [[[_, Tlaj+r—s—r)

(
(bj+r—s) [, TQ1—a;—r+s) ,

j=1

q
c—100 Hj:erl
m

1 /c—i-zoo Hj:l
; q
2im c—100 Hj:m+1

ce qui donne la relation fondamentale suivante :

r
I'(
1 /C‘H'OO LT +r—s—r) [[[o,T(1—a;—r+s+7)
r
Tr
r

x5 ds’
(1—b;—r+5s) g-’:nHl"(aj—i—r—s’)

LG (m A1y ey Gn 5 Gpgl, -, Gp ) — Gmn (m ay+7r,.,ap+7r 5 Apy1 T, .0 T )
pq blv"ab’m 5 bm+1a"7bq pa b1+T7"abm+T ; bm+1+7’,..,bq+7"
(B.25)
Remarquons que cette relation s’applique au cas r = —1, ce qui permet de retrouver I’expression B.21.

On a donc une propriété tres facile a mettre en ceuvre : multiplier une fonction de Meijer par une
puissance r de la variable x revient a ajouter la valeur r a tous les parametres de cette fonction.

B.2.3 Convolution de Mellin

La définition méme de la transformée de Mellin des fonctions de Meijer (relation B.6) :

H}n:1 L' (b +5) H?:1 ['(l—a;—s)
H?:m+1 [(1=1bj—s) H?:nJrl I'(a; +s)
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montre que le produit des transformées de Mellin de deux fonctions de Meijer s’exprime sous cette méme
forme :

[T+ ) T A —aj—s) T D) +s) -, T (1—da)—s)
H?:m+1 L(1—b;—s) H?:nJrl I (a; +s) H?‘:murl r (1 —b — s) H?:nurl T (a} + s)

J

HTZI L ;+s) Hfzn,,_H 'l—a”; —s)
Hg:m”ﬁ»l 1—‘ (1 - b”j - S) H‘};:n”ﬁ*l 1—‘ (a”j + S)

On obtient alors la relation fondamentale pour la convolution de Mellin de deux fonctions de Meijer :

C_T'gl;]" (x Zl,...,gnignJrl,...,(Zp );GZ}/’"/ (ac Z/’l,...,;il,iggl,_i_l,...,(lz)p/ )
’ 1y+++59m;50m41,--.,0q ’ s+ 9073 m/-l—l""?q/ (B26)
_ g’ <:c al,...,an,a'l,...,a;l,;an+1,...,ap,a;lurl,...,apr>
P+t By By Ui bty by Uiy by

B.2.4 Dirac-Mellin

Prenons comme définition du Dirac-Mellin la relation suivante :

My = 5(E _
6, () 5(u 1)

Le Dirac-Mellin possede une transformée de Mellin :
M5 (s) = w?

ce qui permet de retrouver la propriété fondamentale du Dirac-Mellin :

*0M) () = E
(f*0,7") (x) f(u)

Le Dirac-Mellin peut donc s’écrire formellement comme une fonction de Meijer :

)

et sa transformée de Mellin, déduite de I’expression B.6, s’écrit :

M) = GIY (£
() 00

M5 (@) = 1

D’autres expressions du Dirac-Mellin peuvent se déduire en recherchant les fonctions de Meijer
vérifiant cette derniere relation. On trouve ainsi cing expressions formelles :

G?ﬁ (Jc ('1;;') = M VaeR (B.27)
a1l (x gﬁ) = M WweR (B.28)
Gy <x ZS) = M VYaeR VbeR (B.29)
G;;(x z::g) = (-1)"M VceR VreZ (B.30)
G;;;<x 22_:) = (-1)"6M VceR VreZ (B.31)
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B.2.5 Dérivation d’une fonction de Meijer

La dérivée d’une fonction de Meijer est une fonction de Meijer. On a en effet deux expressions possibles
pour la dérivation [8], principalement caractérisées par une décrémentation des parametres (a; — a; — 1
et b1 — bz — 1) :

— une premiére (caractérisée par les valeurs -1 et 0 sur la “diagonale” des indices de Meijer) :

d Am,n Ai,...,0n ;o Ong1,--.,0p _
Gp,q (x bi,....bm bm+1,...,bq) B
(B.32)
Gmont . @,al—l,...,an—l ; nt1—1,...,ap — 1
p+lg+l by—1,. b —1 5 (0),bpyr —1,...,b,—1

— une seconde (caractérisée par les valeurs 0 et -1 sur I’ “anti-diagonale” des indices de Meijer) :

d mn(l‘ ai,...,0n 3 an+1,...,ap) _
d p.q bl,...,bm 3 bm+1,...,bq
(B.33)
_ g <$‘ ar— 1. a,—1 3 ),ans — —1>
pHlg+l ©,b1—1,...bp =1 5 bpy1— 1 b -1

En appliquant 'expression B.32 au Dirac-Mellin, on en déduit :
M

do;, _ d Goo (% ;o

dx T 0O\ HE

1 Son .
N EG“<E ;0)

B.2.6 Primitive d’une fonction de Meijer
Grace a la propriété fondamentale de simplifications des indices (voir paragraphe B.2), on déduit des
deux expressions de la dérivée d’une fonction de Meijer que la primitive d’une fonction de Meijer est une
fonction de Meijer, avec deux formulations possibles, principalement caractérisées par une incrémentation
des parametres (a; = a; +1et b; = b; + 1) :
— une premiere (caractérisée par les valeurs 1 et 0 sur la “diagonale” des indices de Meijer) grace a
I’'utilisation de la relation B.32 :

o,

-1

iém,n-kl z ,a1+ 1,0 a0 +1 5 n+1+17---7ap+1 - Gqmn ai,...,0an 5 On41,...,0p
dx Ptlat+l by +1,...,bm +1 ; Jbm1+1,...,bg + 1 P:q biy.oosbm 5 bmgi,...,bq
(B.34)

— une seconde (caractérisée par les valeurs 0 et 1 sur 1’“anti-diagonale” des indices de Meijer) grace
a l'utilisation de la relation B.33 :

d*m+1n 1+1, yan +1 ; @7an+1+17~--7ap+1 — gmn aly...,an 5 Gp41,...,0p
d:L' p+1,q+1 @b1+1 ybm +1 H bm+1+1,...,bq+1 p:q bi,...,bm 5 bm+17---7bq
(B.35)

On a donc deux expressions possibles pour la primitive d’une fonction de Meijer :

/ am aly...,0n 5 Qp4ly-..,0p dr =
b bi,.. . bm 5 b1, bg (B.36)
Gman+l Lai+1,...,an+1 5 apt1+1,...,a0p+1 )
p+1,g+1 b1+1,,bm+1 y O;bm+1+17"'abq+1
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et

Ooém,n r Aly...,0n s an+1,...,ap d:C _
0 p,q bl;---ybm 7 bm+1,...,bq (B 37)
_gmitn (L ar+1,...,a,+1 i Lapyi+1,...,a,+1 ’
ptlgtl 0,b1+1,...,0;m+1 5 bpy1+1,...,0,+1

Les expressions B.36 et B.37 permet d’obtenir deux expressions équivalentes pour la primitive du
Dirac-Mellin, mais dont I'usage nécessite toujours quelques justifications :

~0,1 1 3 .
Gia <:C .0 )
~1,0 -5 0
1 — Gl,l (m 1 )

qui sont bien toutes les deux des fonctions de Heaviside.

(B.38)

B.2.7 Développement en série

L’expression de la dérivée d’une fonction de Meijer (B.32) permet une représentation en série en un
point z = zg :

Am.,n al,...,0n 5 an+1,...,ap
Gp,q <Z bl;---;b’m ) bm+13"'7bq >
~m,n Aly...,0n 3 an+1,...,ap
Gy | %0 bi, o osbm 5 bmgr,. .., b )
s 1 Amontl ka1 —k,...;an—k 5 any1—Fk,...,ap—k N\
T T et \ | bk bk 0,bsr — k. by — k) BT
(B.39)
Plus spécifiquement, au voisinage de l'origine, on peut écrire ([49], formule 07.34.06.0006.01) :
Gm’"<z al,...,0n ;o On4ly--.,0p ) _
P.q .
by oibm i bmatoby (B.40)

s Vo Di=be) [V T(—a;+be)
=1 P ] q —b.
k Hj:n+1F(a]7bk) ]‘[j:m+1 I(1—bj+by)

2" (140(2))

Cette expression est étonnante car elle montre le role spécifique et essentiel, au voisinage de 1'origine,
des coefficients by, k € [1,m]. Rappelons lexpression de la transformée de Mellin d’une fonction de Meijer
telle que seuls les coefficients b;, j € [1, m] soient définis (relation B.9) :

o )] = T v

j=n+1

M {Ggf;,‘j <:c

Appliquée a une fonction de Meijer que ’on souhaite nulle a 'origine et croissante a 1’origine, on doit
avoir la condition :

Vje[l,m], b; >0 (B.41)

Ensuite, en définissant by, tel que Vj € [1,m], byin < b;, Vexpression B.40 peut se réduire au terme
correspondant a la plus petite puissance de x :

ai,...,0n ;0 Qn+ly ..., Qp ) _ H;n:Lj?&k F(b] — bmzn) H?:l F(l —aj; + bmzn) mem (1 + O(z))

H‘Zj):nJrl F(aj — bmin) H?:erl F(l —b; + bmin)

G|z
pa blv"'vbm 5 bm+17"'abq
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ce qui permet de poser les conditions suivantes :

1-— a; + bmin >0 Vj€ [1,7’L] (B42)
a; — bmin >0 Vj S [TL + 1,p] (B43)
1-— bj 4+ bmin >0 Vj€ [m + 1, q] (B44)

B.2.8 Le groupe commutatif G M (G”m %)

ap
Soient les fonctions de Meijer définies par (relation B.5) :

gmn (| Gl ln 5 nglse 1 /CHOO H;‘n:1r(bj+5) H?:1F(1*aj*5)
Py bi,..ybm 5 b1, b 0o HJ mgp1 L (1 =05 —s) §:n+1f(a]—+s)

A partir de cette notation, il est évident que toute fonction de Meijer G ™ se décompose en convolution
de fonctions de Meijer Go 2, Gom GO 0 G278 :

z~%ds

217r

m,0?
Gm’n z al,...,0n y an+1,...,ap _
pq bla"'vbm ; berlv---qu
=~0.n ai,...,0n 3 . ~ ~0.0 . 5 .
G ol *Gy |z
,0 . 0, .
n . - g A
~ ~0,0 ;o A1,...5,0p ~ Am,0 . y
*Gy oz k *Goon | @ b b
) . 1, ) y .

Reprenons les propriétés de notations (paragraphe B.2.1)

Au final, nous avons vu que :

— la convolution de Mellin possede un élément neutre, le “Dirac-Mellin”, qui peut s’exprimer comme
une fonction de Meijer 68:8 (paragraphe B.2.4) :

— la convolution de Mellin était un opérateur interne pour ces fonctions.

— toute fonction de Mellin possede un élément inverse pour la convolution de Mellin.
Comme, de plus, la convolution de Mellin est commutative, on en déduit que les fonctions de Meijer G‘Z}g‘
associées a la convolution de Mellin forment un groupe commutatif.

Les lois de Meijer associées a la convolution de Mellin forment un groupe commutatif.

~ T
M) = GO0 (;

B.2.9 Changement de notation : x — 22

Soit une fonction de Meijer f(z) s’écrivant (relation fondamentale B.5) :

ém,n( G +> 1 /cﬂ'w T, T (b4 ) T, T (1 —a; )
p,q z

blv"'abm ; berla"'qu c—i00 HJ m-+1 ( *bJ*S) §:n+1f(a]—+s)

On peut réécrire cette derniere expression sous la forme :

z”%ds

2im

L e T TG +s) [ (1= —s)
f(-T) - % /c—ioo H] m—+1 (1 b - S) ;;:nJrl r (aj + 8) ('T) &
_oL e LT LTG0 sy
2’”7. c—100 H] m+1 (1 b - S) H?:’fﬂrl r (a’j + S)

En appliquant la formule de duplication de Legendre (relation A.9), on peut réécrire chaque fonction
Gamma dépendant de la variable s sous une forme dépendant de 5, ce qui donne :

2bj s bj S bj+1 S

289




ainsi que, dans les cas ou cette relation s’applique aux x négatifs :

21—11: . 1— . 2 — a;
I'(l—a;—s) = #4—5r( 2aJ—§)F( 2“3_3)

En analysant le terme dans l'intégrale ne concernant que les fonctions Gamma de la variable s, on
remarque qu’il peut s’écrire maintenant en fonction de 5 :

) b; bi+1 1—ay 2—a,
[ B e ) e )
T S
) 1-b; 2-b; ; i+1
eioe Tl pay (D(52 = 3) T (352 = 3)) Toopr (T (5 +3)T (%57 +3))
ce qui peut aussi s’écrire :
¢/ +ico HT:l (F (%J + S) T (W;—l + 3)) H;-lzl (1" (1—2aj — s) T (2—2% — S)) o s
& / 1-b; 2—b; a; a;+1 ($ ) ds
¢/ —ico H_(]]’:m-l—l (F ( ) L — S) I ( 3 L — S)) H?:n-i—l (F (3] + S) T (—]2 + S))
expression qui est celle d’une fonction de Meijer de la variable x2, ce qui donne :
~Am,n al,...,0n 3 an_H,...,ap _
prq (‘r bi,....bm bm+1,...,bq )
—om.2 | @, atl an antl . Gni1 Gnpi—1 ap ap—1 (B.45)
m,zn ) Yyt ) bl ? AR )
K G2p,2q (Oz:L') é blil i bm2+1 . bm+21—1 b73+1—1 2b_q 17241*1
29 92 1ttty 92 2 ) 2 ) 2 (A IR )
avec :
a = 297P
et

H:;nZI 2bj H?:l 2170/]‘

q b, TP ,

j=m+1 21-bs Hj:n-‘,—l 2%

relation que I'on peut appeler “relation de duplication des fonctions de Meijer” : toute fonction de Meijer
de la variable 2 peut s’écrire comme une fonction de Meijer de la variable x2.

K = \/EP‘HJ

B.3 Quelques fonctions usuelles sous forme de fonction de Mei-
jer

B.3.1 Fonctions courantes

— la fonction “Mellin-Heaviside” Y,

{YM(.I}) =0 <1
Yu(z) =1 z>1

= 1
< Y]v[(l‘) = G(l)& <$

7 0 >
ce qui permet d’en déduire la fonction de Heaviside traditionnelle Y (x — p) (avec p > 0) :

Y(z—p) =0 z<p _ _ A0 (T ;o
{Y(zu) B VIR

1




— la fonction exponentielle décroissante :

0 :) (B.46)

— l'inverse de la fonction exponentielle décroissante qui s’obtient en appliquant la relation B.22 a
Iexpression B.46 :

e = G‘?:é (:L' 1 ’ ' > (B.47)
— la fonction Gamma Incomplete y(a, z)
0,1 ;.
v(a,z) = Gl (:c a ;0 > (B.48)

— la fonction d’erreur erfc :

1 = .
erfe(z) = 1 — —=G7) <x2 s ) (B.49)
T 5 3 0
— la fonction exponentielle croissante :
e’ = C_Y'H (ac ’ ' ) Va e R (B.50)

— la fonction sinus :

— la fonction cosinus :

N[
o -
N———

B.3.2 Fonctions Hypergéométriques

Les fonctions hypergéométriques possedent des expressions assez simples sous forme de fonction de
Meijer ([8] page 215) :

pFo(ar, ... ap;b1,...,bg; )
q
117 1 1 (B.51)
j=1 1p —a,..., ap . )
P quH( v 0 ;o 1—10q, .,1—bq>
[T
j=1
q
[1T®) X
7 j=1 p,1 1 ; bl,...,bq
= p Goiip <E aiy...,ap ; . (B.52)
[T
j=1

C’est la seconde expression qui est utilisée pour l'expression sous forme de fonctions “classiques” de la
loi Qy (voir 4.30).
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Le formalisme des fonctions de Meijer permet alors d’en avoir les expressions analytiques de la dérivée
(exprimée & partir de la relation B.51) :

%qu(al,...,ap;bl,...,bq;x)
q
[Ire)
j=1 Lp+1 -L,—ay,...,—ap ; .
= =5 G g2 (—x‘ 1. ' ;0 0,=b1,...,—by )
HF(aJ)

Jj=1

ainsi que de la primitive :

pFy(ar, ... ap;b1,...,bg; )
q

[1T®)

_ _J=t d ~lp+l _
- dx GP+17‘1+2( z

[T

Jj=1

On déduit aussi de ces formulations trés générales (reprises en partie au tableau B.1) :
— Dl'expression de la fonction hypergéométrique o F; :

F(bl) 1,2 1—@1 1—0,2 3 .
r bp) = ——W) a2 ; ’ B.53
2 1(@1,@2, 17‘T) F(al)F(GQ) 2,2 x 0 ) 1—0b; ( )

dont la primitive a la forme :

L'(b1) a3 | b2-an2—a2 :
F(al)F(ag) 3,3 0 N 2 — bl, 0

Pexpression de la fonction hypergéométrique confluente 1 Fy (fonction de Kummer) :

L'®) i1 l—a 5 .

1Fy(a;b;2) = M(a,b,z) = Ta) Gy |~z 0 1-b (B.54)

— Dl'expression de la fonction hypergéométrique de Tricomi o Fp :

1 1.2 1-— al 1-— as 5 .
F ; = ————Gy7 | — ’ ’ B.55
2Fp (a1, a2; ) T(a)T(ay) 721 ( x‘ 0 : (B.55)
— D'expression de la fonction hypergéométrique oF; :
. . 1,0 B .

oFi (gx) = T(c) Gy, < To 1o > (B.56)

la fonction 3F5 :
3F5 (a1, az,a3;b1,ba;2) =

dont la primitive a la forme :

F(bl)F(bQ) Gl,4 —x 1;270’1727042;270’3 ; .
F(al)F(ag)F(ag) 4,4 0 ; 2— bl, 2 — b2, 0

Parmi les autres fonctions parfois utiles de 'univers des fonction hypergéométrique et que l'on peut
rencontrer en imagerie cohérente, on a :
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Fonction Notation Expressions sous forme de fonction de Meijer
hvpereéométriaue F (a b: e ZC) _ ) Gl,2 r 1-— aip, 1-— as .
yperg que | 2Fi(a,b;¢; (a1 )T (az) 2.2 0 ;1=

) . ) 1 1,2 1-a1,1-ax ;

Tricomi QFO(avba:E) T(a1)T (az) G271 -z 0 ;
. o T(b) ~1,1 1—a ;
hypergéométrique | 1Fi(a;c;x) T(a) Gis <‘T 0 : 1—b >
confluente
oF1 (¢ ) I'(c) Gy | —= : -
) 0,2 0 ) 1—c¢

TABLE B.1 — Expressions des fonctions hypergéométriques les plus usuelles sous forme de fonctions de
Meijer (voir le tableau A.1 page 279 qui en donne les transformées de Mellin).

— la fonction U (qui est en fait la fonction de Tricomi ¥, relation A.31), que 'on peut exprimer sour
forme de fonction de Meijer (grace a la relation B.55) :

Ua,b(z)

1

—a

1
z % oIy (a,a—b—i— 1;——)
2
1

€T
1

= Zz

P(a)T(a—b+1

1

F(a)'(a—b+1)

1| 1—-ab—a ; .
“ (5 0 ! )

)
2,1 1—a 5 .
GLQ("T 0,1—b ; )

— la fonction de Whittaker W, définie par (relation A.34)

qui s’écrit :

Wan(z) = e~ 3 2%

1

. 11 1
Wa,b(Z) = e 2z QF() <ba+§,§ab,;>

1

1 .
§+a—b,§+a+b 5

rA+b—al'(3 —a-

2

St (17

) ; :> (B.57)

expression bien caractéristique d’une fonction hypergéométrique o Fy mais qui, apres quelques jon-
gleries, peut aussi s’écrire :
a+1 ;.
1 1
5+bs5—-b ; .

2 2

Wayb(z) = ¢ 2

1 1,2
Gy B.58
L(1+b—a)l(3—a—0b) 21 (Z ( )

expression au final assez sympathique.

B.3.3 Fonctions de Bessel

La fonction de Bessel modifiée de troisieme espece K, (x) (c’est & dire la seconde fonction de Bessel)

s’exprime & partir de la fonction hypergéométrique o Fy (relation A.37) :

K, (z) =
() 2 2 %

_1 1 1 1
Vre ™ (2x) 5 2 Fo (— +uv, = 1/;—>

293



En exprimant o Fy comme une fonction de Meijer, on obtient :

_ -1 1 1.2 1 1,1 +v 5 .
K, = T (2x)" 2 Gy | — | 2 ) 2 ’
(l’) \/7_Te (l’) F(%jLI/)F(%*I/) 2,1 (21, 0 ;
ce qui se simplifie en (application de la relation B.25) :
_ 1 1.2 1 1+v,1—v
KV — xr G 3 _ 3 )
(-r) \/Ee F(%{-y)l—‘(%—l/) 2,1 (21‘ % ; )

puis, en appliquant la méthode B.22, on obtient :

1%

_ \/E —x 2,1<
BRI A

1 .

2 v

y Vo5

ce qui est une des relations fondamentales des fonctions de Meijer recensées dans le Bateman ([8], para-
graphe 5.6, formule 7).

Pour compléter ce labyrinthe, il faut noter que le Bateman donne la relation générale suivante ([8],
paragraphe 5.6, formule 4) :

Ky (2V7) = Z5— G <‘””

ab :> (B.59)

ce qui apres quelques jonglerie mene par exemple & cette relation somme toute assez simple mais
méconnue :

1 =
Koo = 3G (s°

v ) (B.60)
29 2 y

qui est celle généralement utilisée en imagerie radar (loi K en amplitude).

B.4 Les fonctions de Meijer dans les logiciels actuels

La définition B.5 permet aisément 'utilisation de certains logiciels ayant les fonctions de Meijer dans
leurs boites a outils. Par exemple, pour une fonction de Meijer G';" :

A1,...,0n ;0 On4l,-.-50p )

G <$ bioooobm 0 b1 b

— sous Maple, on utilise la fonction MeijerG sous la forme :
MeijerG ([[a1, - - ., an] s [@nt1,- -5 apl] s b1y« -, by D1 -+ -5 b)), )
— en Python, on utilise la fonction meijerg de la librairie mpmath :
mpmath.meijerg ([[a1,...,an], [@nt1,- .-, ap]],[[b1, - bm], [brmt1 .-, q]], @)

Dans les deux cas, les parametres m, n, p, q de la fonction de Meijer G}';" vérifient :

n p—n
Sm,n . ai,...,0n ;o Anigl, ..., 0p
P.q bi,...,bm 5 bmg1...,bq
——
m qg—m
mpmath.meijerg | | (a1, - anl, [ans1 - ap] [ B bl s -1 bg] |2
n p—n m qg—m
P a

294



Pour passer d’une formulation de ces logiciels a la notation canonique G, on peut écrire :

mpmath.meijerg

n+n’,m+m’

Gmn x

/ 1 / /
[a1,...,an],[a1, - an ]|, [[b1s- - bm), [B] ..., bl
n n’ m m/’
n+n’ m—+m/

n/
. I
1y yQn 5 Ay ee., Gy
. /
b17 '7bm ) 'abm’
m/
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Annexe C

Densité de probabilité et fonctions
de Meijer

Cette annexe est dédiée aux lois de probabilité s’exprimant sous forme de fonctions de Meijer (comme
évoqué au paragraphe 3.4.3, on peut attribuer a ces lois le nom de “lois de Meijer”). Elle pose aussi les
conditions que doit suivre une fonction de Meijer pour qu’elle puisse effectivement représenter une densité
de probabilité définie sur IR*.

C.1 Densités de probabilité et formalisme “a la Meijer”

C.1.1 Loi de probabilité s’exprimant comme une fonction de Meijer

Soit une densité de probabilité p(x) s’exprimant comme une fonction de Meijer. Au chapitre 3, para-
graphe 3.4.3, nous avons proposé le nom de loi de Meijer a ce type de densité de probabilité ainsi que la
notation LG %" (x) pour ce type de lois.

On a alors (relation 3.37) :

p,q

IGmn(z) = K Gmn (z

I v=o) [ Ta+1)
K _ j=m+1 j=n+1
[Ir®;+1) []T(~ay)

Sous cette forme, sa fonction caractéristique de deuxiéme espece s’écrit :

I (b; +s) ﬁf(l—aj—s)

m
Jj=1 Jj=1
q

P
L'(1—-0b;—s) H I'(a; +s)
j=m+1 j=n+1
et on vérifie que 'on a bien :

¢(S)|s:1 =1
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C.1.2 Propriétés fondamentales

Soit m;’?é"(x) une loi de probabilité s’exprimant sous forme de fonction de Meijer :

q p

IT (- H (aj +1)
Iy @) = = GZ?q”(

[Ir®+1) H

Sa fonction caractéristique de deuxieme espéce s’écrit :

a1,.--yQn 5 An4l,---,0p
bl;---;b’m 5 bm+15"'7bq

n

ﬁ b +s) HF(l—aj—s)
AL T

(=b;) [ Ta+1)
j=n+1

I r
Bs) =
I

L(b;+1) []T (~a)) (1=bi—s) [] Ta;+s)
j=1 j=n+1

et vérifie p(s = 1) = 1.
Ses moments d’ordre r (s’ils existent) s’écrivent :

p

q

H H aJ +1)

j=m+1 j=n+
11

Mﬁ

L +r+1) ﬁf‘(—aj—r)

1
m, =

(1)
['(=b; —r)
+1 =

F(aj+7"+1)

:“1:13
|3

3
3

j= +1

Par dérivation de la seconde fonction caractéristique de deuxiéme espéce (c’est a dire par dérivation
logarithmique de la seconde fonction caractéristique), on obtient ses log-cumulants (Vr > 2) :

m n p q
DU —1bi+1) + (D)"Y (1, —a;) = > U(r—1la;) —(-1)" Y U(r—1,-b;) (C2)
Jj=1 Jj=1 Jj=n+1 Jj=m+1

C.1.3 Fonction de répartition

Soit f(x) une loi de probabilité sur IR™ telle que :

f(z) G;”q" (1:

A1,...5Qn 5 Qn4l,-.-,0p
blv"'vbm ; bm+17"'abq

En appliquant la regle opératoire de la primitive d’'une fonction de Meijer B.36, on obtient sa primitive,
c’est a dire sa fonction de répartition :

(C.3)

lLai+1.....a,+1 : a +1,...,a,+1
B m,n+1 , a1 s y Ay, ) n+1 ) »Up
F(x) = Gp+1q+1< ' bi+1,...,b,+1 : O,bm+1+1,...,bq+1>

Il est facile de montrer a ’aide des relations C.4 et C.3 que, pour une loi de probabilité, la loi de
répartition de sa loi inverse est la loi inverse de sa loi de répartition.

C.1.4 Conditions d’existence

ai,...,0n ;o Anigl,-..,0p
bl,...,bm 3 bm+1,...,bq
une densité de probabilité correspondant & la variable X, il existe une fonction f(z) telle que f'(z) = p(x).
Elle doit vérifier :

Soit une fonction de Meijer p(z) = G;rf,’]" <$

) . Si elle est supposée étre
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— A Tinfini, la ddp doit étre nulle :
lim p(z) = 0%

Tr—00

— A Torigine, la fonction de répartition doit étre nulle :

: — 0t
lim f() =0
— L’intégrale d’une ddp est égale a 1 :
/ p(z)dz =1
0
c’est a dire
25 fle) =1

Considérons maintenant la variable aléatoire Y telle que

solent ¢(y) sa densité de probabilité et ¢(y) sa fonction de répartition. On alors bien évidemment les
mémes conditions :
— A Tinfini, la ddp doit étre nulle :

lim q(y) = 0%

Y—0o0

— A Torigine, la fonction de répartition doit étre nulle :

: _ 0t

lim, 9(y) =0

— L’intégrale d’une ddp est égale a 1 :

o0

/ q(y)dy =1

0

c’est a dire
Jim g(y) =1
e al a ;o a 1 a.
Gm,n T sy n n+1ly---yUp dr = 1
/0 Pa < bla---abm 5 bm-‘rla"'abq

A Torigine, le comportement des fonctions de répartition

= al,...,0n sy Ap4ly...,Q
LTI 3 P
pa ( bla"'abm 5 b’m+1a"'7bq)
et
grom (o] b= Lo b =1 5 —bmyr =1, =by =1
P —a1—1,...,—ap—1 ; —apy1—1,...,—a,—1

Pour f(x), on a :
a; — bmin >0 Vj € [n+1,p]

ce qui donne pour g(y) :
Amazx *bj >0 Vj S [m+1aq]
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C.2 Changement de variable : loi inverse et loi généralisée

C.2.1 Loi inverse

Soit une variable aléatoire X et f(z) sa densité de probabilité sur IR telle que :

~m,n ai,...,0n ;o On41y--.,0p
f(x) > Gp,q (x blv"'vbm ; bm+17"'abq )
Si Y est une variable aléatoire telle que Y = +, sa densité de probabilité h(z) vérifie (relation 2.46) :

i - )
o - 402

1 (1
x5 G (;

En appliquant les régles opératoires B.22 (passage de x & 1/z) et B.25 (pour la multiplication par 1/22),
on obtient :

c’est a dire :

a1,.--,0n 5 An4l,-..,0p
bl;---;b’m ) bm+17"'7bq

h(z) o G;l.’,;n<x‘ b —-1,...,=bn—1 ; —bm+1—1,...,—bq—1)

—a1—1,....,—an—1 5 —apy1—1,...,—ap—1

On a donc un mode opératoire assez simple pour définir la loi inverse d’une loi de probabilité donnée :

~Am,n A1y.--,0n 5 OGnitly---,0p
G (ac b, sbm 5 bmgi,...,bg )
/l\
Loi inverse (C.4)
4
Gn7m<x‘—b1—1,...,—bm—1 : —bm+1—1,...,—bq—1)
P —a1—1,....,—an—1 5 —apy1—1,...,—ap—1

On en déduira que pour une loi de Meijer m;’?;}"(z) :

q P
U'(=b)) J[ T(a;+1)
—= m.n =m+1 j=n+1 ~m.n A1y...,0p 5 QApitl,-..,04
LGZDM,] (l‘) = 2 m - n Gpv‘} (l‘ bll b bm-:ll bz )
[Ir@ +v [T (-a))
Jj=1 j=1

g 1 j=m+1 An,m b —=1,...,=by =1 5 =bpy1—1,...,-b;—1
q(z) = n m G <:c‘ —a1—1,...,—ap—1 ; —apy1—1,...,—ap—1
[Ir(-a) [[r ;-1
j=1 j=1

et est donc aussi une loi de Meijer.
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C.2.2 Lois généralisées

Soit une variable aléatoire X décrite par sa densité de probabilité px (z), qui s’exprime sous la forme
d’une fonction de Meijer. Soit une nouvelle variable aléatoire Y telle que X = Y™, et soit py (y) sa densité
de probabilité. On a la relation fondamentale (relation 2.55) :

(n—1)

py(y) = Inly px (y")

Puisque px (x) s’exprime sous la forme d’une fonction de Meijer, on a :

px(z) = KG;%”(

aty-.-,0n § Qn41,---,0p
bl;---;b’m 5 bm+15"'7bq

on a :

py(y) = Inly" ™V px(y")
1
= Inly"" )KGM(

2=l ~m,n
= Inl(y") " KGpYy (y”

= InlE Gy <y’7

C.2.3 Lois en amplitude

C’est un cas particulier de lois généralisées pour lesquelles = 2. Pour la variable aléatoire X décrite
par sa densité de probabilité px (x) (qui s’exprime sous la forme d’une fonction de Meijer), on considere
la nouvelle variable aléatoire Y telle que X = Y2, et soit py (y) sa densité de probabilité. On a alors :

py(y) = [2 ?JPX(?/2)

et au final
() _ ||Kém’n 2 a1+§7-"7an+% 5 an—l—l‘f’%i,---,ap‘i‘% (06)
Py = ra \Y bi+ 35, sbmts 5 bmirt 5,0+ 3 '

C.3 Passage d’une expression selon z 4 une expression selon 2>

La “relation de duplication des fonctions de Meijer” (relation B.45) peut tout a fait s’appliquer aux
lois sur IR* dans leur formalisme normal (fonction de la variable z : lois en intensité). On peut ainsi
exprimer toute loi en intensité comme une loi en amplitude (fonction de la variable x2).

A titre d’exemple, on obtient ainsi :

L 1 Lx :
Sy LU (L]
Gl = crpeht (] 0y )
_ L1 Vrgeo(Le) »
opry 2 2 \\w ) | RS

c’est & dire!

Gl L) (a) = KA @ (©1)

1. L’expression obtenue prend en compte le particularisme de la définition des lois en amplitude et du choix du parametre
w qui doit permettre, dans I’hypothése ol  est une variable physique ayant une certaine dimension, d’avoir % sans dimension.
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C.4 Deux propriétés importantes des lois de Meijer

C.4.1 Lois de Meijer et convolution de Mellin

Un des aspects les plus spectaculaires des lois de Meijer est qu’elles forment un groupe commutatif
vis a vis de la convolution de Mellin : ce point est une conséquence des conclusions du paragraphe B.2.8.

En reprenant les notations du paragraphe 3.4.3 définissant les lois de Meijer LG %™, on a donc :

p,q
. / .47
mm,n A1y.-eyQn;0n41y---,0p Amm/,n/ al,...,an,,an,+1,...,ap/
pa \ "] by, b by ) T \ T w0 b
1y--+-9yUYmyYm+41y.-.5Yq 1% Y15 V¢
- , , !/ /. !/
_ LG’m-l—’m,n-i-n T a/17--'7a/n7a/17"'aanfaa/n-i-h"'aap7a/n’+1a"'aap’ (08)
N pHp’.a+d b b, b bl ;b by, b, by '
1y«-+9UYmyV1y-- -5 Uy UYm+415.--5Yg m/+1r° Vg

C.4.2 Moyenne géométrique d’une loi de Meijer
Principe

La relation C.8 peut étre appliqué dans le calcul de la moyenne géométrique d’une variable aléatoire
suivant une loi de Meijer donnée.
Dans le cas ou X et Y sont deux réalisations d’une loi de Meijer donnée, on calcule alors la variable

aléatoire Z telle que :
Z = VXY = VXVY avec N =2

On remarque deux étapes bien connues :
— le passage des variables X et Y a la variable XY : on sait que cette étape se modélise par une
convolution de Mellin des lois de la variable X et de la variable Y et il suffit d’appliquer la relation
C.8.
— le passage de la variable Z & la variable v/Z et il suffit d’appliquer la relation C.6
Au final on obtient aisément la loi de Meijer d’'une moyenne géométrique d’une loi de Meijer donnée
LG ™™, de fonction caractéristique de deuxieme espece ¢x (s) grace a l'expression de sa fonction ca-

P.q °
ractéristique de deuxieéme espece ¢z(s) :

or0 = (o (TN)) = (ox(3+1-2))

et, dans le cas d’une loi de Meijer :

_LGm’n (ZE A1y Qn;An41,---,0p )
p.q

bla"'abm;bm+17"'7bq

on voit que l'opération racine N-éme modifie les parametres et que 'opération d’élévation a la puissance
N de la fonction caractéristique de deuxieme espece va opérer en répliquant IV fois les parametres, ce qui
donne au final :

1 1 1 1
a1+1fﬁ,..,a1+1fﬁ, e anJrlfN,..,anle—N ;
—= Nm,Nn | N N fois N fois
LG npvg [ 1 1 1 1
b1+1fﬁ,...,b1+1fﬁ, ey bm+1fﬁ,,bm+1fﬁ 3
N fois N fois
1 1 1 1
an+1+1fﬁ,...,an+1+1fﬁ, ey ap+1—N,...,ap+lfN
N fois N fois
1 1 1 1
bm+1+1iﬁv---7bm+l+1iﬁv ey bq+1*N,,bq+1*N
N fois N fois

302



Exemples de lois usuelles “en intensité”

— Dans le cas d’une loi Gamma G [u, L] (x), sous sa forme “loi de Meijer” :

L 1 ~1,0 Lx . ;.
L—-1 ; .

uI(L) "\
la densité de probabilité de sa moyenne géométrique s’écrit :

N N 1 1 1
NL( L\ anol| (L2 L——L—— L ——
p ) | NN N

et ses log-cumulants s’écrivent :

Fio= los(n) + W(L) — log(L)
(1, L

o - ML)

. U(r—1,L)

kr = N7—1

— Dauns le cas d’une loi de Fisher F [u, L, M](z), sous sa forme “loi de Meijer” :
L 1 =1.1 Lx -M y .
i ( L-1; . )

MuT(L)T(M) Mpu
la densité de probabilité de sa moyenne géométrique s’écrit :

1 1
-M+1——=,—-M+1—-—, ... -M+1-—=
+ N’ + N’ ’ + N
NL( 1 NC_T'N’N Lz N N fois
M \Tmyran) 8 | P S |
N e N
N fois

Sa log-fonction caractéristique est donnée par la relation :

¢(S) — Msfl (F(L+5N ) F(M+TS)>

s—1 1—s

L~ I(L) M T(M)

— Dauns le cas d'une loi K K [p, L, M](z), sous sa forme “loi de Meijer” :

1 LM ~2,0 LMz
roran p 02\ Ty

L—1,M—-1 ;. )

la densité de probabilité de sa moyenne géométrique s’écrit :

T (W)N

N 1 1 1 1 1

~2N,0 z - _ = - o
Goan (Lff) L= b= 55 M= 5 M= <,

(C.9)

(C.10)

(C.11)



Sa log-fonction caractéristique est donnée par la relation :

¢(S) —_ Ms_l (F(L+5N ) F(MjLS;/ ))

1

L% T(L) M I'(M)

— Dauns le cas d’une loi Beta B [u, L, M| (), sous sa forme “loi de Meijer” :
L T(M) =10 ( La : ;o M -1
Mpt@) S\ L1

la densité de probabilité de sa moyenne géométrique s’écrit :

Xz (100)"

(C

N fois
Sa log-fonction caractéristique est donnée par la relation :

os) = wt (F(S“%) M FSM)>

Lw (L) T'(M+5)

Exemples de lois usuelles “en amplitude”

— Dans le cas d’une loi de Nakagami RN [, L] (x), sous sa forme “loi de Meijer” :

Eas((E) ],

2
pI(L) u ;

2

la densité de probabilité de sa moyenne géométrique s’écrit :

2N ’
2N+VL 1 N a0 VLz L— — L—— ... L——
T m 0,N " 2N’ 2N’V 2N

Sa log-fonction caractéristique est donnée par la relation :

ot
o(s) = p <7L_N F(L)>

— Dans le cas d’une loi de Fisher en amplitude FA [u, L, M| (z)

2
2/L 1 A Laz) | -M+5 ;
pV MT(L)T(M) ! L— ;

la densité de probabilité de sa moyenne géométrique s’écrit :

1 1
M4l — —M+1— —
L) Ay v

12)

(C.13)

(C.14)

2N
&/5( L )NGNVN La N fois
p VM A\D(L)L(M)) —4F My - Lo L

2N 2N
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Sa log-fonction caractéristique est donnée par la relation :

N
s—1 1—s

¢(s) =

g 1—

L (
L3 T(L) M3% I(

— Dans le cas d’une loi K en amplitude KA [u, L, M] (x) :

2
L VIM (VLM:U) ‘ . .
0.2 .

TLT(M) n r

la densité de probabilité de sa moyenne géométrique s’écrit :

L (F(L)lr(M) ) !

n
oN 1 1 1 1 1 1
~2No | (Eds L——L—— L —— M—— M— =, M — —
Goan ( r ) oN’" AN’ T ANy oN'" T aN’ T TN
N fois N fois

Sa log-fonction caractéristique est donnée par la relation :

o (TE+R) I
os) = n <L2—N1 (L) M

M N?) (©.16)

— Dans le cas d’une loi Beta en amplitude BA [y, L, M] (z) :

o=

2VETUN o ( (Ve ’ s M-
pvartm o \\Vare) L=t

la densité de probabilité de sa moyenne géométrique s’écrit :

oN /L (F<M>)N
pVEATE 1 1 1
. : — M — — o M —

; M72N’ oN , N
a0 (\/ZE)QN N fois
D I A IS S S S /R
2N’ 2N’ ’ 2N
N fois

Sa log-fonction caractéristique est donnée par la relation :

1—s

ot MEran )"
o(s) = p (LZ_NI ) F(M+12N5)> (C.17)
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Annexe D

Modeles RPM : applications aux lois
de I'imagerie cohérente

Cette annexe reprend certaines approximations abordées dans [40].

D.1 Approximation et inversion des fonctions Polygamma

D.1.1 Approximation des fonctions Polygamma

1.000000 + 0.712948 x — 0.837487 z2 — 0.081094 z°
—0.009079 — 0.916387 = — 0.436530 22 — 0.016771 23

1.000000 + 3.068163  + 3.359825 22 — 0.000013 z*

U(z) -1
() —log(w) 0.006222 — 1.132967 x — 5.022964 22 — 6.718980 2

1.000000 + 2.227731 z + 3.335376 2% — 0.000080 x>

v(1

(1,2) —0.006725 + 0.085115 x + 0.578380 22 4 3.333423 23

W(2,7) 1.000000 + 1.014673 = + 0.008057 2% — 0.000352 x>
’ 0.006304 — 0.072868 = + 0.303145 22 — 1.079702 23

U(3,7) 1.000000 + 0.145391 22 + 0.001224 z* — 0.000002 z°

—0.000018 4 0.000505 22 4 0.165628 x* + 0.009387 26

TABLE D.1 — Approximation de fonctions Polygamma,

D.1.2 Inversion des fonctions Polygamma
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r=U(1.L) 1.000000 + 0.899712 = + 0.106635 22 + 0.000891 =
- —0.000085 + 1.001475 2 + 0.390803 2 + 0.015221 2
r= U2 L) 1.000000 — 1.040182 %> + 0.130305 2 — 0.000886 x>
- —0.000143 — 1.002479 29-5 + 0.524941 z — 0.030360 15
r=U(3.L) 1.000000 + 14.721010 2°° + 21.765669 = + 3.263541 z'-> + 0.023304 2>
Y 0.019003 + 2.541448 205 + 14.565046 = + 7.348012 z1-5 + 0.288223 2
w(1) 1.000000 + 0.053442 2 + 0.046578 22 4 0.002517 z°
€r =
0.683940 — 0.445950 = -+ 0.118939 22 — 0.012645 3
= U(L) - log(L) 1.000000 — 31.158014 x + 27.024720 2% — 0.292582 2°
B & 0.000118 — 1.994320 = + 61.750886 2> — 32.866199 =3

TABLE D.2 — Inversion de fonctions Polygamma

D.2 Quelques relations utiles pour 'imagerie cohérente : lois en
intensité

D.2.1 Utilitaire de la loi Gamma : expression de k3 en fonction de ks

Les deux log-cumulants de la loi Gamma G [u, L] sont liés par une relation biunivoque ne dépendant
que du parametre L puisque l'on a :
ke = Y(1,L)
ks = T(2,L)
Il est tout a fait possible de trouver un RPC donnant directement k3 a partir de ko sans passer par
I’étape d’inversion du second log-cumulant. On obtient :

. —0.000143 — 0.993792 &2 — 0.249196 & — 0.004537 fry
3.6 = A N N
1.000000 + 0.313414 &2 + 0.009037 &5 + 0.000008 &

(D.1)

Cette expression permet, dans le diagramme ko — K3, de savoir si une loi est dans la zone des lois de
Fisher ou des lois Beta. En effet, connaissant 52 et en appliquant la relation D.6, on obtient la valeur test
1'2';376; de sorte que :

— sl kg < I%g_rg, alors on a une loi Beta

— si I%g_’G < kg < ffzg_’g, alors on a une loi de Fisher

— si kg > —1%3,0, alors on a une loi Beta inverse

D.2.2 Utilitaire des caustiques de la loi K : expression de k3 en fonction de
Ro
Le cas des lois K s’exprimant sous la forme K [, L, L] donne un cas limite des lois K ('autre étant le
cas limps 00 K [, L, M] = G [, L]). Dans ce cas, le log-cumulant d’ordre 3 est lié au log-cumulant d’ordre
2 puisque l'on a :
w(L,

Ry = 1
W(2

L)
g = L

2
2 )

)
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Il est alors possible de construire un RPM permettant d’approximer k3 en fonction de Ko, ce qui
donne :

. 1000000 — 8.717075 &z + 230.993168 &, — 66.375044 &,

I<J37K ~ = ) -3 (D2)
—422.510885 4 95.213370 ko + 8.342860 <5 — 0.103926 &,

Cette expression a été obtenue sur 'intervalle L € [0.3,20] et 'erreur relative maximale est inférieure &
0.06%.

On trouve de maniere équivalente la relation suivante :

. 1.000000 — 122.852492 &5 + 319.997616 & — 34.750552 iy

Ro Kk =X~ = ) ) (D3)
14.029426 — 212.537862 k3 + 105.369924 k5 — 1.186557 k4

Les expressions D.1 et D.2 permettent de déterminer si une loi est potentiellement une loi I grace a
un test sur K3 connaissant iKo. En effet, connaissant &2, on calcule R3¢ (relation D.1) et &3 x (relation
D.2). Siona:

k3,c < kK3 < K3k

alors la loi dont les log-cumulants d’ordre 2 et 3 sont Ko et k3 peut étre décrite par une loi K.

D.3 Quelques relations utiles pour l’imagerie cohérente : lois
généralisées
D.3.1 Loi de Weibull : inversion du coefficient de variation

Dans le cas de la loi de Weibull W [p, ] on trouve I’expression reliant le coefficient de variation +y et
le facteur de forme 7 :

n>0oun<-—-2

L’inversion numérique donne :

1.000000 + 0.804336  + 0.453554 72 + 0.023463 1°
0.013085 + 0.665238 v + 1.416508 42 + 0.185671 73

» » « s . . . v(2.L
D.3.2 Gamma Généralisée : inversion de la fonction W

Dans le cas de la loi Gamma Généralisée GG [, L, n], on montre que les log-cumulants d’ordre 2 et 3
vérifient les expressions suivantes :

Ky = 2
~ _ \IJ(%,L)
k3 = —p
On en déduit que le rapport :
K3 U(2,L)

r = ﬁ = (1, L)L5

ne dépend que du facteur de forme L. L’inversion numérique donne :

I~ 1.000000 + 0.653026 22 — 0.274110 2* 4 0.014915 2° (D.4)
~ —0.000058 + 1.001300 2 + 0.142117 2* — 0.055452 26 '
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D.4 Quelques relations utiles pour 'imagerie cohérente : lois en
amplitude

D.4.1 Inversion du coefficient de variation de la loi de Rayleigh Nakagami

Dans le cas de la loi de Nakagami RN [u, L] (z), on trouve 'expression reliant le coefficient de variation
v et le facteur de forme L :

B D(L)T(L+1)
(P +3)°
expression qui met en ceuvre la fonction de Pochhammer et qui n’a pas d’inverse analytique. Connaissant
v, Pinversion numérique donne :
— une premiere expression (polynomes de degrés 3) :
1+ 0.06820 v — 0.099691 72 — 0.0487127 ~3
0.00123 — 0.03460 y + 4.340579 v2 — 1.1729569 3

— une seconde expression (polynomes de degrés 2) :

1.000000 + 0.482198 vy — 0.162729 ~>
0.003178 — 0.067854 v + 4.539311 ~2

(D.5)

D.4.2 Inversion du coefficient de variation de la loi de Rayleigh Nakagami
Inverse

Dans le cas de la loi de Nakagami Inverse RNZ [u, L] (), on trouve I'expression reliant le coefficient
de variation v et le facteur de forme M :

~ [ranror—1)
v = \/—F(M%)Q -1 M >1

L’inversion numérique donne :

1.000000 4 1.080088 v + 4.764801 72 + 1.963031 7
0.010254 — 0.172509 y + 5.048353 42 + 1.917664 73

D.4.3 Utilitaire de la loi de Rayleigh-Nakagami : expression de <3 en fonction
de I~*{,2

Les deux log-cumulants de la loi de Rayleigh-Nakagami RN [, L] sont liés par une relation biunivoque
ne dépendant que du parametre L puisque l'on a :

- 1
R = ZW(LL)
- 1
R3 = gqj(QvL)

Il est tout a fait possible de trouver un RPC donnant directement <3 & partir de K2 sans passer par 1’étape
d’inversion du second log-cumulant. On obtient :

. —0.000002 — 1.994173 2 — 5.448133 &y + 0.668981 &g — 0.012186 £y
K3,RN = -2 -4 ~6 ~8 (D-6)
1.000000 + 3.797440 ko — 0.306149 £y — 0.008805 <4 + 0.000241 Ry
Cette expression permet, dans le diagramme ko — K3, de savoir si une loi est dans la zone des lois de
Fisher en amplitude ou des lois Beta en amplitude. En effet, connaissant &2 et en appliquant la relation
D.6, on obtient une valeur test K3 rn de sorte que :

— si R3 < k3,RrN, alors on a une loi Beta en amplitude
— si R3,rv < K3 < —Rs3,rN, alors on a une loi de Fisher en amplitude
— si R3 > —Ka RN, alors on a une loi Beta en amplitude inverse
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D.4.4 Utilitaire de la caustique des lois K en amplitude : expression de <3 en
fonction de &»

Le cas des lois KA s’exprimant sous la forme CA [, L, L] donne un cas limite des lois A ('autre étant
le cas limps 00 KA [, L, M] = RN [, L]). Dans ce cas, le log-cumulant d’ordre 3 est lié au log-cumulant
d’ordre 2 puisque 'on a :

N (1, L
5 = 220D
v
o 2D
8

Il est alors possible de construire un RPM permettant d’approximer k3 en fonction de Ko, ce qui
donne :

5 1.000000 — 38.89830 75 + 5833.131819 74 — 1308.481140 7y
3, KA =~ - A A
—5449.747994 — 95.776824 &5 + 335.401372 &, — 6.785810 &,

(D.7)
Cette expression a été obtenue sur 'intervalle L € [0.3,20] et 'erreur relative maximale est inférieure &

0.06%.

On trouve de maniere équivalente la relation suivante :

. _1.000000 — 422.266529 iz3 + 2108.362798 fa — 67.743218 i,

i & : (D.8)
40.246459 — 1515.244224 5 + 870.720866 &, + 53.787895 &,

Les expressions D.6 et D.7 permettent de déterminer si une loi est potentiellement une loi A (loi K
en amplitude) grace & un test sur &3 connaissant &o. En effet, connaissant %2, on calcule k3 py (relation
D.6) et A3 x4 (relation D.7). Sion a :

K3,RN < k3 < R3,KA
alors la loi dont les log-cumulants d’ordre 2 et 3 sont K9 et k3 peut étre décrite par une loi KA.

D.4.5 De la loi de Nakagami a la loi Gamma

Soit une loi de Nakagami de facteur de forme Lgrar. On recherche la loi Gamma de facteur de forme
Lg tel que les premiers log-cumulants de ces deux lois soient égaux. On a alors :

1

__1.000000 — 2.859582 L%} + 2.083235 Ly + 2.769941 L3,
9 7 0.284726 + 0.756792 L%3, — 0.008780 Lrr + 0.000473 L3,

D.4.6 De la loi Gamma a la loi de Nakagami

Soit une loi Gamma de facteur de forme Lg. On recherche la loi de Nakagami de facteur de forme
Lz tel que les premiers log-cumulants de ces deux lois soient égaux. On a alors la relation suivante a
vérifier :

W(1Lra) = 4% (1, Lg)
ce qui donne 'expression :

1.000000 — 3.286071 L&® — 0.152404 Lg — 0.167044 L§°
—6.804131 4 0.837084 LY® — 0.181715 Lg + 0.008751 L®

Lry ~
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D.4.7 Loi de Rice (type 2) : inversion du coefficient de variation

La loi de Rice peut se modéliser sous la forme (voir [38]) :

9% _(a24y2
RCs [, N (z) = ’u—fe (=) 1, <2A§>

Avec cette paramétrisation, le coefficient de variation s’exprime uniquement en fonction de A :

N o= 1F1(2717)‘) -1
(C(L+3) 1B (14 551502))°
L’inversion numérique donne :

1.000000 — 5.086703 -5 + 9.639727 v — 8.056629 715 + 2.501736 >
0.006952 + 0.328444 ~0-5 — 1.418807 v + 1.966276 v1-5 — 0.899872 12

D.5 Lois a 3 variables

D.5.1 Loi de Fisher

Soit une loi de Fisher F [u, L, M]. Ses log-cumulants d’ordre 2 et 3 s’expriment uniquement en fonction
des facteurs de forme L et M :

o U(1,L) + U(1,M)
Fs = W(2,L) — ¥(2,M)

Si on connait les valeurs de k3 et k3, on peut inverser le systeme par le RPM suivant :

1. — 36.696 ko + 9.462 k3 4 0.688 ko kg — 7.772 F@Q +0.050 &3
+0.099 &3 + 0.161 /&2 &5 — 0.035 &2 /3

L ~
0.024 + 0.231 ko + 16.414 k3 + 2.222 ko R3 — 17 592 k3 — 0.344 &3
—0.340 &3 + 0.466 /3 &3 — 0.079 fe /3 + 0.005 &3
1. — 36.696 fa — 9.462 i3 — 0.688 &g fig — 7.772 &3 + 0.050 &3
M +0.099 &3 — 0.161 /&2 Fg — 0.035 &2 i3

0.024 + 0.231 7y — 16.414 fig — 2.222 i i3 — 17.592 73 — 0.344 i3
—0.340 73 — 0.466 72 &g — 0.079 fig 72 — 0.005 &3

D.5.2 Loi Beta

Soit une loi Beta B[u, L, M]. Ses log-cumulants d’ordre 2 et 3 s’expriment uniquement en fonction

des facteurs de forme L et M :
Re = Y(1,L) — ¥(1,M)
ks = V(2,L) — ¥(2,M)

Si on connait les valeurs de Ry et K3, on peut inverser le systeme par le RPM suivant :

1.+ 1928 4 Ko + 57455 k& H3 — 4664 9 Figi%g + 7155.7 Ko Re
4
+380.643 & /€3 + 7310.7 &5 + 8386.3 & f<a2f£3 + 4240.5 fig &3 + 507.41 /&3

L ~ > =
0.0535 + 16.678 ko — 74.221 k3 — 3002.6 Roki — 354.817 ko o
4 2 4
+1593.6 k5 + 8610.0 k3 + 3528.2 i%%%g +1709.04 k2 &3 — 996.12 i%%
1.+ 490 94 K9 + 8.090 & f<53 + 540. 01 Fﬁgi%; + 2121 3 Ko Ra
M —15.803 & /€3 — 704.08 &3 — 633. 94 H2H3 —48.92 ko /€3 + 53.93 & H3

0. 0691 — 15.32 Ry — 48.22 K ng - 725 52 /%2/%; - 370 51 Rg Ko
+6.229 k ,‘is —403.44 i3 + 845.4 & f<a2f£3 +1322.1 ko /€3 + 397.67 &3
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Annexe E

Applications a l'interférométrie

La loi de distribution de la cohérence empirique d s’exprime en fonction de D, degré de cohérence
entre les deux canaux, et de L, nombre de points de la fenétre de moyennage :

p(dD,L) = 2(L—1)(1 - D**d(1 —d*)*~2yF (L, L;1;d*D?). (E.1)
Or on trouve dans les tables de transformées de Mellin !, la relation suivante :

(o) T(s)

M [(1 —2)7! 2F1(0475;7;51E>} Tots)

3F2 (O[,ﬂ,S;’Y,S+U;5)

Par identification (0 = 8 =L,0—1=L —2,6 = D? et v = 1), on obtient :

(L — 1) I(s)

— R (L,L,s;1,L+s—1;D?
F(L*1+S)32(, 831, L+ s ) )

M [(1 — A" LR (L, L 1;D2d)} _

En utilisant la propriété TM 3 (passage de d & d?) et la propriété TM 2 (multiplication par d), on trouve
la fonction caractéristique de deuxieme espeéce de la distribution de la cohérence (équation E.1) :

I(L) T(=HL 1 1
(17D2)L()7(,_21)3F2 LD o+ 2 p
T(L+ %571) 2 2

Cette expression donne directement les moments, résultat classique bien connu.

I'(L) 3 1

= 1—D2L—ﬁ7FLL—-1L —:D?

my ( ) 2F(L+%)3 2(7 7275 +27 )
1

my = (1-D)'2sF(L,L,21,L+1;D%

Mais, malheureusement, il ne semble guere possible d’en exhiber les log moments et les log cumulants, la
fonction hypergéométrique 3F» s’avérant peu coopérative pour ce genre de traitement.

1. [41], formule 15.5 : cette formule est donnée avec une erreur typographique. Il faut s’inspirer de la formule 15.10 pour
en retrouver la forme exacte.
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291

Fonction Hankel H,,, 275

Fonction hypergéométrique o Fi, 278

Fonction hypergéométrique o F; (expression Meijer),
292

Fonction hypergéométrique o Fy, 277

Fonction hypergéométrique o F; (expression Meijer),
292

Fonction hypergéométrique : cas général ,Fy, 278

Fonction hypergéométrique confluente 1 Fy, 277

Fonction hypergéométrique confluente 1 F; (expres-
sion Meijer), 292

Fonction hypergéométrique dégénérée | Fy, 277

Fonction hypergéométrique de Tricomi o Fp, 278

Fonction hypergéométrique de Tricomi o Fpy (expres-
sion Meijer), 292

Fonction Meijer (définition), 74, 281

Fonction Polygamma, 274

Fonction Whittaker M, p, 279

Fonction Whittaker W, ;, 279

Fonction Zeta, 274

Fonctions caractéristiques, 34

Fonctions caractéristiques de deuxieme espece, 39

Formule de duplication de Legendre, 272

Formule de réflexion d’Euler, 271

Interférométrie : loi de la cohérence, 313
KUBW (systeme de lois), 60
log-cumulant (définition), 40

log-moment (définition), 40
Log-moyenne, 41

Loi x2, 51
Loi G4 (Fréry), 186
Loi “super K” (fiche), 114

Loi “super K” en amplitude (fiche), 170

Loi “super K” en amplitude Inverse (fiche), 172

Loi “super K” Inverse (fiche), 116

Loi Beta (estimation des parametres), 218

Loi Beta (fiche), 108

Loi Beta (moyenne géométrique), 304

Loi Beta en amplitude (estimation des parametres),
237

Loi Beta en amplitude (fiche), 164

Loi Beta en amplitude (moyenne géométrique), 305

Loi Beta en amplitude Inverse (estimation des pa-
rametres), 238

Loi Beta en amplitude Inverse (fiche), 166

Loi Beta Généralisée (estimation des parametres),
227

Loi Beta Généralisée (fiche), 142

Loi Beta Inverse (estimation des parametres), 220

Loi Beta Inverse (fiche), 110

Loi Beta Prime, 59
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Loi Exponentielle Décroissante (estimation des pa-
rametres), 207

Loi Exponentielle Décroissante (fiche), 92

Loi Exponentielle Décroissante Inverse (estimation
des parametres), 207

Loi Exponentielle Décroissante Inverse (fiche), 94

Loi Fisher Généralisée (fiche), 140

Loi Fisher (estimation des parametres), 215

Loi Fisher (fiche), 106

Loi Fisher (moyenne géométrique), 303

Loi Fisher en amplitude (estimation des parameétres),
236

Loi Fisher en amplitude (fiche), 162

Loi Fisher en amplitude (moyenne géométrique),
305

Loi Fisher Généralisée (estimation des parametres),
226

Loi Fisher-Tipett, 69

Loi Fisher-Tipett Opposée, 70

Loi Fisher-Z, 71

Loi Fréry G9, 186

Loi Gamma (estimation des parametres), 207

Loi Gamma (fiche), 96

Loi Gamma (moyenne géométrique), 303

Loi Gamma (propriété d’additivité), 61

Loi Gamma Généralisée (estimation des parametres),
224

Loi Gamma Généralisée (fiche), 136

Loi Gamma Inverse (estimation des parameétres),
209

Loi Gamma Inverse (fiche), 98

Loi Gamma : mélange additif, 251

Loi Gaussienne Généralisée (estimation des param‘etre%

223

Loi Gaussienne Généralisée (fiche), 134

Loi Halphen, 112

Loi Halphen modifiée (fiche), 112

Loi Halphen modifiée en amplitude (Compound),
186

Loi Halphen modifiée en amplitude (fiche), 168

Loi Homothétique (estimation des parametres), 206

Loi Homothétique (fiche), 89

Loi Hotelling, 59

Loi Inverse Gaussienne Généralisée (fiche), 112

Loi K (estimation des parametres), 211

Loi K (fiche), 102

Loi K (moyenne géométrique), 304

Loi K en amplitude (estimation des parameétres),
234

Loi K en amplitude (fiche), 158

Loi K en amplitude (moyenne géométrique), 305

Loi K généralisée (estimation des parametres), 225

Loi K Généralisée (fiche), 138

Loi K Inverse (estimation des parameétres), 214

Loi K Inverse (fiche), 104

Loi Log-normale (estimation des parameétres), 210

Loi Log-normale (fiche), 100

Loi Meijer, 77

Loi Nakagami (estimation des parametres), 229

Loi Nakagami (fiche), 150

Loi Nakagami (moyenne géométrique), 304

Loi Nakagami Inverse (estimation des parametres),
231

Loi Nakagami Inverse (fiche), 152

Loi Pearson I, 62

Loi Pearson VI, 59

Loi Rayleigh (estimation des parametres), 228

Loi Rayleigh (fiche), 146

Loi Rayleigh Inverse (estimation des parametres),
228

Loi Rayleigh Inverse (fiche), 148

Loi Rayleigh-Nakagami (estimation des parametres),
229

Loi Rayleigh-Nakagami (fiche), 150

Loi Rayleigh-Nakagami (moyenne géométrique), 304

Loi Rayleigh-Nakagami Inverse (estimation des pa-
rametres), 231

Loi Rayleigh-Nakagami Inverse (fiche), 152

Loi Rayleigh-Nakagami : mélange additif, 251

Loi Rice, 26

Loi Rice RC5 , 156

Loi Rice (fiche), 154

Loi U (fiche), 118

oi U en amplitude (fiche), 174

0i U en amplitude Inverse (fiche), 176

Loi U Inverse (fiche), 120

Loi uniforme sur [0, 4] (estimation des parametres),
206

Loi uniforme sur [0, u] (fiche), 90

Loi W (fiche), 122

Loi W en amplitude (fiche), 178

Loi W en amplitude Inverse (fiche), 180

Loi W Inverse (fiche), 124

Loi Weibull (estimation des parametres), 221

Loi Weibull (fiche), 132

Loi Y (fiche), 126

Loi Y en amplitude (fiche), 182

Loi Y en amplitude Inverse (fiche), 184

Loi Y Inverse(fiche), 128

Méthode des Log-Cumulants (MLC), 194
Méthode des Moments (MM), 194
Méthode du maximum de vraisemblance, 192

Loi K en amplitude Inverse (estimation des parametresyléthode du Maximum de Vraisemblance (MMYV),

235
Loi K en amplitude Inverse (fiche), 160

195
Matrice de Fisher, 191

318



moment mixte, 47
moments (définition), 35
moments centrés (définition), 35

Phaseur (selon Goodman), 16
Processus gaussien circulaire complexe, 18
Propriété d’additivité de la loi Gamma, 61

Seconde fonction de Bessel K, 275

Transformée de Mellin (définition), 29

Transformée de Mellin (propriétés), 30

Transformée de Mellin d’un produit de fonctions,
30

variance (définition), 36
Variance des estimateurs, 205

319



Dépébt légal : 2019 — 2e trimestre
Imprimé & Télécom ParisTech — Paris
ISSN 0751-1345 ENST D (Paris) (France 1983-9999)



Télécom ParisTech
Institut Mines-Télécom - membre de I'Université Paris Saclay
46, rue Barrault - 75634 Paris Cedex 13 - Tél. + 33 (0)1 45 81 77 77 - www.telecom-paristech.fr
Département IDS

© Institut Mines-Télécom -Télécom ParisTech 2019



